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知识回顾

• 排序 (多关键字排序)
• 优先队列
• 贪心算法
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最优化问题

最优化问题的定义是：在给定的约束条件下，选择最优的参数和方案，来使
得目标函数最优化 (最大化/最小化)的问题。

• 可行解：满足约束条件的解。
• 最优解：满足约束条件并且使目标函数达到最优值的解。
求解最优化问题的算法有很多，例如枚举、搜索、贪心、动态规划等。
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贪心算法

• 贪心算法：每一步选择都采取当前状态下最优的选择，从而希望最终结果最
优的算法。

• 在当前状态下做出的最优选择的方法被称之为贪心策略。
• 在贪心算法中，找到合适的贪心策略是解决问题的关键。
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贪心算法的正确性

证明贪心算法正确性的方法有：
• 能否举出反例
• 贪心选择性质和最优子结构性质 1
• 决策包容性
• 反证法
• 微扰 (邻项交换)
• 范围缩放
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【例】日光浴

【题目描述】
有 𝐶 头奶牛进行日光浴，第 𝑖头奶牛需要𝑚𝑖𝑛𝑆𝑃𝐹[𝑖]到𝑚𝑎𝑥𝑆𝑃𝐹[𝑖]单位强度
之间的阳光。
每头奶牛在日光浴前必须涂防晒霜，防晒霜有 𝐿种，涂上第 𝑖种之后，身体接收
到的阳光强度就会稳定为 𝑆𝑃 𝐹[𝑖]，第 𝑖种防晒霜有 𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟[𝑖]瓶。求最多可以满足
多少头奶牛进行日光浴。
【输入格式】
第一行输入整数 𝐶 和 𝐿(𝐶, 𝐿 ≤ 2500)。
接下来的 𝐶 行，按次序每行输入一头牛的𝑚𝑖𝑛𝑆𝑃𝐹 和𝑚𝑎𝑥𝑆𝑃𝐹 值，即第 𝑖行
输入𝑚𝑖𝑛𝑆𝑃𝐹[𝑖]和𝑚𝑎𝑥𝑆𝑃 𝐹[𝑖](1 ≤ 𝑚𝑖𝑛𝑆𝑃𝐹[𝑖] ≤ 𝑚𝑎𝑥𝑆𝑃𝐹[𝑖] ≤ 1000)。
再接下来的 𝐿行，按次序每行输入一种防晒霜的 𝑆𝑃𝐹 和 𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟值，即第 𝑖行输
入 𝑆𝑃𝐹[𝑖](1 ≤ 𝑆𝑃 𝐹 ≤ 1000)和 𝑐𝑜𝑣𝑒𝑟[𝑖]。
每行的数据之间用空格隔开。
【输出格式】
输出一个整数，代表最多可以满足奶牛日光浴的奶牛数目。
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【例】日光浴

【样例输入】
3 2
3 10
2 5
1 5
6 2
4 1

【样例输出】
2

【样例解释】
可以给第 1头奶牛用防晒霜，将其 𝑆𝑃𝐹 值固定为 6；可以给第 2头奶牛用防晒
霜，将其 𝑆𝑃𝐹 值固定为 4。当然，也有其他使用防晒霜的方案。
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【例】日光浴

• 按照𝑚𝑎𝑥𝑆𝑃 𝐹 递增的顺序把奶牛排序，依次考虑每头奶牛。
• 对于每头奶牛，扫描一遍所有的防晒霜，在这头奶牛能用 (能用指的是该防
晒霜的强度符合这头奶牛的范围，并且瓶数还有剩余)的防晒霜里找 𝑆𝑃𝐹
值最小的使用。

• 以上算法的贪心策略是在满足条件的前提下每次选 𝑆𝑃𝐹 最小的防晒霜。这
个策略为什么是正确的呢？每瓶防晒霜是否可用，会被𝑚𝑖𝑛𝑆𝑃𝐹 与
𝑚𝑎𝑥𝑆𝑃 𝐹 两个条件限制。因为奶牛已被按照𝑚𝑎𝑥𝑆𝑃𝐹 递增排序，所以留
下较大的防晒霜可能可以让后续奶牛使用 (决策包容性)。

• 另外，每头奶牛对答案的贡献至多是 1。即使让当前这头奶牛放弃日光浴，
留下防晒霜给后面的某一头奶牛用，对答案的贡献也不会变得更大。综上所
述，尽量满足当前的奶牛，并选择 𝑆𝑃𝐹 值尽量小的防晒霜是一个正确的贪
心策略。
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【例】畜栏预定

【题目描述】
有 𝑁 头牛在畜栏中吃草。每个畜栏在同一时间段只能提供给一头牛吃草，所以
可能会需要多个畜栏。给定 𝑁 头牛和每头牛开始吃草的时间 𝐴以及结束吃草的
时间 𝐵，每头牛在 [𝐴, 𝐵]这一时间段内都会一直吃草。当两头牛的吃草区间存在
交集时（包括端点），这两头牛不能被安排在同一个畜栏吃草。求需要的最小畜
栏数目和每头牛对应的畜栏方案。
【输入格式】
第 1行一个整数 𝑁(𝑁 ≤ 5 × 104)。
接下来 𝑁 行，每行两个整数 𝐴, 𝐵(1 ≤ 𝐴 ≤ 𝐵 ≤ 106)，表示每头牛吃草的开始和
结束时间。
【输出格式】
第一行一个整数，表示需要的最少畜栏数。
接下来𝑁 行，第 𝑖行一个整数表示第 𝑖头牛被安排到的畜栏编号，编号是从 1开
始的连续整数。
方案可能有多解，输出其中一种即可。
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【例】畜栏预定

【样例输入】
5
1 10
2 4
3 6
5 8
4 7

【样例输出】
4
1
2
3
2
4

【样例解释】

畜栏编号 奶牛顺序
1 1
2 2,4
3 3
4 5
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【例】畜栏预定

• 首先，按照牛的吃草开始时间从小到大排序。
• 排序后的第 1头牛肯定要安排一个畜栏，但是对于后续的第 𝑖头牛，如果前
面有畜栏的奶牛吃草结束时间早于这头牛，那么这头奶牛就可以被安排到
对应畜栏，否则就需要新开畜栏。

• 需要维护当前已经安排好的畜栏，每次需要选择结束时间最早的畜栏，需要
使用优先队列维护已经开设的畜栏。

• 注意要求输出的畜栏编号要按照排序前奶牛的顺序。
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【例】监控安装

校长想通过监控设备覆盖学校内的 𝑛座建筑物，每座建筑物被视为一个点，
在坐标系中给出坐标为 (𝑥, 𝑦)，并且所有的建筑物都在 𝑥轴的上方。因为学校的
供电和传输线路均沿 𝑥轴，所以监控设备只被允许建立在 𝑥轴上。每台监控设
备的监控范围均为一个半径为 𝑅的圆，圆心即为监控设备。现在给出 𝑛座建筑
物的坐标，问最少需要几台这样的设备可以实现对所有建筑物的监控？

1 2 3 4

1

2

-1

-1-2-3-4-5

P1 P3
P2

-2

12 / 50



贪心题目选讲

河南省实验中
学信息技术组

贪心算法

例题

日光浴

畜栏预定

监控安装

超市

带有截止时间的活动
安排

国王游戏

叠罗汉

DZY Loves Physics

树染色

小结

练习

【例】监控安装

【输入格式】
第 1行两个整数 𝑛, 𝑅(1 ≤ 𝑛 ≤ 1000)。
接下来 𝑛行，每行两个整数表示建筑物的坐标。
【输出格式】
一行一个整数表示最小需要安装的监控数，如果不能安装输出‐1。
【样例输入】

3 2
1 2
‐3 1
2 1

【样例输出】
2
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【例】监控安装

此题从正面想很困难，那么我们换个角度：如果一个建筑物想被监控，那么
监控设备必然在以建筑物为圆心半径为 𝑅的圆内，又因监控设备必须在 𝑥轴上，
所以监控应该在圆与 𝑥轴相交的弦上。

1 2 3 4

1

2

3

4

-1

-1-2-3-4-5

所以，对于每一个建筑物，我们计算出 𝑥轴上能管辖它的区间 [𝑙, 𝑟]，则原问题转
换为：给定 𝑛个区间，在 𝑥轴上放置最少的点，使得每个区间包含至少一个点。
这就是典型的区间选点问题。
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【例】监控安装

• 将区间按照 𝑟𝑖从小到大排序 (𝑟𝑖相同，则按照 𝑙𝑖从大到小排)。
• 对于第 1个区间，应该将监控放在区间内的哪个点呢？最后一个点。
• 对于第 1个区间而言，监控放在任意一个点都可以，放在最后一个点可能能
够监控后续的其他区间。

• 设当前已经放置的最右侧的监控为 𝑥，那么对于一个新的区间 [𝑙𝑖, 𝑟𝑖]：
• 如果 𝑙𝑖 ≤ 𝑥，则当前监控 𝑥可以监控区间 [𝑙𝑖, 𝑟𝑖]，那么无需新建监控。

• 如果 𝑙𝑖 > 𝑥，则当前监控 𝑥无法监控区间 [𝑙𝑖, 𝑟𝑖]，那么选择新建监控来监控
[𝑙𝑖, 𝑟𝑖]，同理新建的监控坐标 𝑥 = 𝑟𝑖。

• 按照上述过程，最后输出安放的设备数目即可。
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【例】监控安装

这个贪心算法，我们用决策包容性来证明。对于每一个区间 [𝑙𝑖, 𝑟𝑖]，我们有
两个选择：

1 使用已经设置的监控设备。
2 新增一台监控设备。
我们使用的策略是，当选择¶可行时，不会选择·。选择¶之后，未来可以

在任意一个位置新增监控设备；而如果选择·，则需要在区间 [𝑙𝑖, 𝑟𝑖]之间新建设
备，也就是说第¶种选择比第·种选择的坐标范围更广。
其次，如果不得不进行选择·，那么将监控设备放在 𝑟𝑖，未来可能能覆盖后

续区间 (如下图)。
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【例】超市

【题目描述】
超市里有 𝑛件商品，每个商品都有利润 𝑝𝑖和过期时间 𝑑𝑖，每天只能卖一件商品，
过期商品 (在第 𝑘天，𝑘 > 𝑑𝑖)不能再卖。
求合理安排每天卖的商品的情况下，可以得到的最大收益是多少。
【输入格式】
第 1行一个整数 𝑛(𝑛 ≤ 10000)。
接下来 𝑛行，每行两个整数表示商品的利润和过期时间 (1 ≤ 𝑝𝑖, 𝑑𝑖 ≤ 10000)。
【输出格式】
一行一个整数表示最大收益值。
【样例输入】

7
20 1
2 1
10 3
100 2
8 2
5 20
50 10

【样例输出】
185
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【例】超市

• 贪心策略一
• 在保证不卖出过期商品的前提下，先卖价值高的商品。
• 将商品按照价值从大到小排序，对于商品 𝑖：

• 在 1 ∼ 𝑑𝑖 中的任意一天卖出收益都是一样的，所以安排在第 𝑑𝑖 天卖出；• 如果第 𝑑𝑖 天已经有商品卖出了，那么就向前找出能卖商品的一天卖出。
• 时间复杂度：O(𝑁𝐷)。
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【例】超市

• 贪心策略二
• 商品过期前能卖尽量卖，但是由于每天只能卖一件，而商品又特别多，所以
第 𝑡天时，可能会有很多商品过期不能卖掉。所以，第 𝑡天时，在保证不卖
出过期商品的前提下，尽量卖出利润前 𝑡大的的商品。

• 把商品按照过期时间从小到大排序，然后依次处理每个商品。
• 为了始终维护利润前若干大的商品，建立一个最小堆来存储售卖的商品 (结
点为利润)。

• 当处理到第 𝑖件商品时：
• 如果 𝑑𝑖 大于当前堆大小，那么直接将该商品的利润入堆 (过期前肯定有时间
可以卖)。

• 如果 𝑑𝑖等于当前堆大小，说明在目前方案中，前 𝑑𝑖天已经安排了 𝑑𝑖个商品卖
出。此时，如果当前商品利润大于堆顶值 (已经安排的 𝑑𝑖 个商品中的最低利
润)，那么用当前商品的利润替换堆顶 (用当前商品替换掉原方案中利润最低
的商品)。

• 堆内存储的即为要卖出商品的利润，堆中所有元素的和就是答案。
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【例】带有截止时间的活动安排

给定 𝑛个任务，每个任务都有一个耗时和截止时间，如果该任务在截止时间
前完成了，那么就可以得分，否则会被扣分，计分公式为 𝑑 − 𝑥，其中 𝑑为某任务
的截止时间，𝑥为该任务的完成时刻。如何安排任务序列，使得最终的得分最高？
例如，对于下表中的活动，最优解为 −10，其中 𝐶 得分为 5，𝐵得分为 0，

𝐴得分为 −7，𝐷得分为 −8。

任务 耗时 截止时间 𝑑
A 4 2
B 3 5
C 2 7
D 4 5

C B A D

0 2 5 9 13

图:最优解图示
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【例】带有截止时间的任务安排

• 贪心策略一：优先选择截止时间早的任务。

任务 耗时 截止时间 活动结束时间 得分
A 4 2 4 −2
B 3 5 7 −2
D 4 5 11 −6
C 2 7 13 −6

总得分 −16

A B D C

0 4 7 11 13

图:安排图示
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【例】带有截止时间的任务安排

• 贪心策略二：优先选择耗时短的任务。

任务 耗时 截止时间 活动结束时间 得分
C 2 7 2 5
B 3 5 5 0
A 4 2 9 −7
D 4 5 13 −8

总得分 −10

C B A D

0 2 5 9 13

图:安排图示
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【例】带有截止时间的任务安排

• 贪心策略二：优先选择耗时短的任务。

X Y

s s+a s+a+b

图:耗时短的在后

Y X

s s+b s+a+b

图:耗时短的在前

证明 (邻项微扰)：假设任务 𝑋 的要求截止时间为 𝑑𝑥 ，任务 𝑌 的要求截
止时间为 𝑑𝑦，则左图的得分 (其他任务的得分没有变，此处省去)为 𝑓𝑙 =
𝑑𝑥−(𝑠+𝑎)+𝑑𝑦−(𝑠+𝑎+𝑏)，右图的得分为 𝑓𝑟 = 𝑑𝑦−(𝑠+𝑏)+𝑑𝑥−(𝑠+𝑎+𝑏)，
则 𝑓𝑙 − 𝑓𝑟 = 𝑏 − 𝑎，又因为 𝑎 > 𝑏，所以 𝑓𝑙 − 𝑓𝑟 = 𝑏 − 𝑎 < 0，即 𝑓𝑙 < 𝑓𝑟，
所以要先选择耗时较短的任务。
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【例】国王游戏

恰逢 H国国庆，国王邀请 𝑛位大臣来玩一个有奖游戏。首先，他让每个大臣
在左、右手上面分别写下一个整数，国王自己也在左、右手上各写一个整数。然
后，让这 𝑛位大臣排成一排，国王站在队伍的最前面。排好队后，所有的大臣都
会获得国王奖赏的若干金币，每位大臣获得的金币数分别是：排在该大臣前面的
所有人的左手上的数的乘积除以他自己右手上的数，然后向下取整得到的结果。
国王不希望某一个大臣获得特别多的奖赏，所以他想请你帮他重新安排一

下队伍的顺序，使得获得奖赏最多的大臣，所获奖赏尽可能的少。注意，国王的
位置始终在队伍的最前面。
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【例】国王游戏

【输入格式】
第一行包含一个整数 𝑛，表示大臣的人数。
第二行包含两个整数 𝑎和 𝑏，之间用一个空格隔开，分别表示国王左手和右手上
的整数。
接下来 𝑛行，每行包含两个整数 𝑎和 𝑏，之间用一个空格隔开，分别表示每个大
臣左手和右手上的整数。
【输出格式】
输出只有一行，包含一个整数，表示重新排列后的队伍中获奖赏最多的大臣所获
得的金币数。
【数据范围】
对于 20%的数据，有 1 ≤ 𝑛 ≤ 10, 1 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 8；
对于 40%的数据，有 1 ≤ 𝑛 ≤ 20, 1 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 8；
对于 60%的数据，有 1 ≤ 𝑛 ≤ 100；
对于 60%的数据，保证答案不超过 109；
对于 100%的数据，有 1 ≤ 𝑛 ≤ 1000, 1 ≤ 𝑎, 𝑏 ≤ 105。
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【例】国王游戏

【样例输入】
3
1 1
2 3
7 4
4 6

【样例输出】
2

【样例解释】
按 1�2�3号大臣这样排列队伍，获得奖赏最多的大臣所获得金币数为 2；
按 1�3�2这样排列队伍，获得奖赏最多的大臣所获得金币数为 2；
按 2�1�3这样排列队伍，获得奖赏最多的大臣所获得金币数为 2；
按 2�3�1这样排列队伍，获得奖赏最多的大臣所获得金币数为 9；
按 3�1�2这样排列队伍，获得奖赏最多的大臣所获得金币数为 2；
按 3�2�1这样排列队伍，获得奖赏最多的大臣所获得金币数为 9。
因此，奖赏最多的大臣最少获得 2个金币，答案输出 2。
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【例】国王游戏

• 按照左右手上的数的乘积升序排序，就是最优排队方案。
• 证明方法：邻项交换 (微扰)
• 此处，证明方法其实就是贪心策略寻找的方法。
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【例】国王游戏

我们交换两个相邻的大臣 𝑖和 𝑖 + 1，交换之前者两位大臣的奖励分别为：

𝑎[1] ⋯ 𝑎[𝑖 − 1]
𝑏[𝑖]

𝑎[1] ⋯ 𝑎[𝑖]
𝑏[𝑖 + 1]

交换之后两位大臣的奖励分别为：

𝑎[1] ⋯ 𝑎[𝑖 − 1]
𝑏[𝑖 + 1]

𝑎[1] ⋯ 𝑎[𝑖 − 1]𝑎[𝑖 + 1]
𝑏[𝑖]

其他大臣的奖励显然都不变，因此我们只需要比较上面两组式子的最大值的大
小，我们希望交换之前的值较小，即

max{𝑎[1] ⋯ 𝑎[𝑖 − 1]
𝑏[𝑖] , 𝑎[1] ⋯ 𝑎[𝑖]

𝑏[𝑖 + 1] } ≤ max{𝑎[1] ⋯ 𝑎[𝑖 − 1]
𝑏[𝑖 + 1] , 𝑎[1] ⋯ 𝑎[𝑖 − 1]𝑎[𝑖 + 1]

𝑏[𝑖] }
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【例】国王游戏

上式两边同时消去公因式 𝑎[1] ⋯ 𝑎[𝑖 − 1]得到：

max{ 1
𝑏[𝑖] ,

𝑎[𝑖]
𝑏[𝑖 + 1]} ≤ max{ 1

𝑏[𝑖 + 1] ,
𝑎[𝑖 + 1]

𝑏[𝑖] }

两边同时乘以 𝑏[𝑖]𝑏[𝑖 + 1]得到：

max {𝑏[𝑖 + 1], 𝑎[𝑖]𝑏[𝑖]} ≤ max {𝑏[𝑖], 𝑎[𝑖 + 1]𝑏[𝑖 + 1]}

因为大臣手上的都是正整数，故 𝑏[𝑖 + 1] ≤ 𝑎[𝑖 + 1]𝑏[𝑖 + 1]且 𝑎[𝑖]𝑏[𝑖] ≥ 𝑏[𝑖]，所以
若想让上述不等式成立则必须要求 𝑎[𝑖]𝑏[𝑖] ≤ 𝑎[𝑖 + 1]𝑏[𝑖 + 1](证明见下页)。
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【例】国王游戏

假设 𝑎[𝑖]𝑏[𝑖] > 𝑎[𝑖 + 1]𝑏[𝑖 + 1],则：

∵ 𝑎[𝑖]𝑏[𝑖] ≥ 𝑏[𝑖]
∴ 𝑎[𝑖]𝑏[𝑖] > max {𝑏[𝑖], 𝑎[𝑖 + 1]𝑏[𝑖 + 1]}
∵ max {𝑏[𝑖 + 1], 𝑎[𝑖]𝑏[𝑖]} ≥ 𝑎[𝑖]𝑏[𝑖]
∴ max {𝑏[𝑖 + 1], 𝑎[𝑖]𝑏[𝑖]} > max {𝑏[𝑖], 𝑎[𝑖 + 1]𝑏[𝑖 + 1]}

上述结论与已知 max {𝑏[𝑖 + 1], 𝑎[𝑖]𝑏[𝑖]} ≤ max {𝑏[𝑖], 𝑎[𝑖 + 1]𝑏[𝑖 + 1]}矛盾，故而假
设错误，即 𝑎[𝑖]𝑏[𝑖] ≤ 𝑎[𝑖 + 1]𝑏[𝑖 + 1]。
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【例】叠罗汉

【题目描述】
有 𝑛(2 ≤ 𝑛 ≤ 10000)个罗汉，第 𝑖个罗汉的重量为 𝑎[𝑖](1 ≤ 𝑎[𝑖] ≤ 10000)，托举
力量为 𝑏[𝑖](1 ≤ 𝑏[𝑖] ≤ 109)，求最多能选出多少个罗汉，使得他们按照某种方式
叠起来后，前 𝑖 − 1个罗汉的总重量不超过第 𝑖个罗汉的托举力量。
【输入格式】
第一行一个整数 𝑛表示罗汉的数目。
接下来 n行，每行两个整数 𝑎𝑖, 𝑏𝑖，分别表示罗汉的重量和托举力量。
【输出格式】
一个整数，表示最多能有多少个罗汉叠起来。
【样例输入】

4
4 2
5 3
6 4
2 3

【样例输出】
2
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【例】叠罗汉

• 按照罗汉的重量和托举力的和 𝑎[𝑖] + 𝑏[𝑖]从小到大排序。
• 依次尝试每个罗汉 𝑖：

• 如果能放到最底下，就放在最底下，答案 +1；
• 如果不能放到最底下，则用罗汉 𝑖替换掉当前参与叠罗汉的最重的一个 (前提
是重量比罗汉 𝑖重)。(可以用堆来维护叠罗汉的情况)

• 证明方法：微扰 (邻项交换)
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【例】叠罗汉

我们交换两个相邻的罗汉 𝑖和 𝑖 + 1，我们用罗汉的托举力和上面罗汉总重
量的差来衡量一个罗汉序列的安全性 (越大越安全)，那么交换之前，两个罗汉的
安全性为：

𝑏[𝑖] − (𝑎[1] + ⋯ + 𝑎[𝑖 − 1]) 𝑏[𝑖 + 1] − (𝑎[1] + ⋯ + 𝑎[𝑖])

交换之后，两个罗汉的安全性为：

𝑏[𝑖 + 1] − (𝑎[1] + ⋯ + 𝑎[𝑖 − 1]) 𝑏[𝑖] − (𝑎[1] + ⋯ + 𝑎[𝑖 − 1] + 𝑎[𝑖 + 1])
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【例】叠罗汉

其他罗汉的安全性显然不变，因此我们只需要比较上面两组式子的最小值的大
小，我们希望交换之前的值较大，即

min {𝑏[𝑖] − (𝑎[1] + ⋯ + 𝑎[𝑖 − 1]), 𝑏[𝑖 + 1] − (𝑎[1] + ⋯ + 𝑎[𝑖])} ≥
min {𝑏[𝑖 + 1] − (𝑎[1] + ⋯ + 𝑎[𝑖 − 1]), 𝑏[𝑖] − (𝑎[1] + ⋯ + 𝑎[𝑖 − 1] + 𝑎[𝑖 + 1])}

上式两边同时加上 𝑎[1] + ⋯ + 𝑎[𝑖]𝑠得到：

min {𝑏[𝑖], 𝑏[𝑖 + 1] − 𝑎[𝑖]} ≥ min {𝑏[𝑖 + 1], 𝑏[𝑖] − 𝑎[𝑖 + 1]}

显然 𝑏[𝑖] > 𝑏[𝑖] − 𝑎[𝑖 + 1]且 𝑏[𝑖 + 1] − 𝑎[𝑖] < 𝑏[𝑖 + 1]，所以若想让上述不等式成立
则必需要求 𝑏[𝑖 + 1] − 𝑎[𝑖] ≥ 𝑏[𝑖] − 𝑎[𝑖 + 1]，即 𝑎[𝑖] + 𝑏[𝑖] ≤ 𝑎[𝑖 + 1] + 𝑏[𝑖 + 1](证明
见下页)。
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【例】叠罗汉

假设 𝑏[𝑖 + 1] − 𝑎[𝑖] < 𝑏[𝑖] − 𝑎[𝑖 + 1]，则：

∵ 𝑏[𝑖 + 1] − 𝑎[𝑖] < 𝑏[𝑖 + 1]
∴ 𝑏[𝑖 + 1] − 𝑎[𝑖] < min {𝑏[𝑖 + 1], 𝑏[𝑖] − 𝑎[𝑖 + 1]}
∵ 𝑚𝑖𝑛{𝑏[𝑖], 𝑏[𝑖 + 1] − 𝑎[𝑖]} ≤ 𝑏[𝑖 + 1] − 𝑎[𝑖]
∴ min {𝑏[𝑖], 𝑏[𝑖 + 1] − 𝑎[𝑖]} < min {𝑏[𝑖 + 1], 𝑏[𝑖] − 𝑎[𝑖 + 1]}

上述结论与已知条件 min {𝑏[𝑖], 𝑏[𝑖 + 1] − 𝑎[𝑖]} ≥ min {𝑏[𝑖 + 1], 𝑏[𝑖] − 𝑎[𝑖 + 1]}矛
盾，故而假设错误，即 𝑏[𝑖 + 1] − 𝑎[𝑖] ≥ 𝑏[𝑖] − 𝑎[𝑖 + 1]，即 𝑎[𝑖] + 𝑏[𝑖] ≤ 𝑎[𝑖 + 1]+
𝑏[𝑖 + 1]。
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【例】DZY Loves Physics

【题目描述】
给定一个 𝑛(1 ≤ 𝑛 ≤ 500)个顶点𝑚(1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛(𝑛−1)

2 )条边的无向图。其中每一个
顶点和边都有一个正权值，现在要求出一个顶点数大于等于 2的连通子图，使得
顶点权和除以边权和最大。
【输入格式】
第一行有两个整数 𝑛(1 ≤ 𝑛 ≤ 500)和𝑚(0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛(𝑛−1)

2 )。
第二行有 𝑛个整数是各点的权值 𝑥𝑖(1 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 106)。
接下来有𝑚行，每行有三个整数 𝑥, 𝑦, 𝑤(1 ≤ 𝑥 < 𝑦 ≤ 𝑛, 1 ≤ 𝑤 ≤ 103)，分别表示
图中边的两个端点和边权。
【输出格式】
输出点权和除以边权和最大值，保留到小数点后两位。
【样例输入】

3 2
1 2 3
1 2 1
2 3 2

【样例输出】
3.00
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【例】DZY Loves Physics

我们首先来看一个由 3个点 3条边组成的图，除了它本身作为一个连通子
图，还有 6个连通子图： x

y z

p

q

r

图: 𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑞+𝑟

x

y

p

图: 𝑥+𝑦
𝑝

y z
q

图: 𝑦+𝑧
𝑞

x

z

r

图: 𝑥+𝑧
𝑟

x

y z

p

q

图: 𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑞

x

y z
q

r

图: 𝑥+𝑦+𝑧
𝑞+𝑟

x

y z

p r

图: 𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑟

• 问：这几个连通子图，哪一个的值最大？

37 / 50



贪心题目选讲

河南省实验中
学信息技术组

贪心算法

例题

日光浴

畜栏预定

监控安装

超市

带有截止时间的活动
安排

国王游戏

叠罗汉

DZY Loves Physics

树染色

小结

练习

【例】DZY Loves Physics

• 很容易得出 𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑞+𝑟 不是最大的。

• 经过证明 𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑞 、

𝑥+𝑦+𝑧
𝑞+𝑟 、

𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑟 不是最大的 (证明见下页)。

• 所以最大的在 𝑥+𝑦
𝑝 、

𝑦+𝑧
𝑞 、

𝑥+𝑧
𝑟 中，即所求的子图必然由两个点和一条边构

成。
• 从上面可以得出，子图中有三个点不如两个点的值大。推广到一般情况，子
图中有 𝑘个点不如有 2个点的值大 (证明见下下页)，所以对于一般情况，所
求的子图必然由两个点和一条边构成。
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【例】DZY Loves Physics

若要证明 𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑞 、

𝑥+𝑦+𝑧
𝑞+𝑟 、

𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑟 不是最大的，我们只需要证明：max{𝑥+𝑦

𝑝 ,
𝑦+𝑧

𝑞 } > 𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑞 ，即可证明

𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑞 肯定不是最大的，同理可证

𝑥+𝑦+𝑧
𝑞+𝑟 、

𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑟 不是

最大的。
假设 𝑥+𝑦

𝑝 ≤ 𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑞 , 𝑦+𝑧

𝑞 ≤ 𝑥+𝑦+𝑧
𝑝+𝑞 ，则

∴ (𝑥 + 𝑦)(𝑝 + 𝑞) ≤ 𝑝(𝑥 + 𝑦 + 𝑧), (𝑦 + 𝑧)(𝑝 + 𝑞) ≤ 𝑞(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)
∴ 𝑞𝑥 + 𝑞𝑦 ≤ 𝑝𝑧, 𝑝𝑦 + 𝑝𝑧 ≤ 𝑞𝑥
∴ 𝑝𝑦 + 𝑞𝑥 + 𝑞𝑦 ≤ 𝑝𝑦 + 𝑝𝑧 < 𝑞𝑥
∴ 𝑝𝑦 + 𝑞𝑦 ≤ 0

上述结论与点和边的权值均为正整数矛盾，故而假设错误，即 max{𝑥+𝑦
𝑝 , 𝑦+𝑥

𝑞 } >
𝑥+𝑦+𝑧

𝑝+𝑞 是正确的，即
𝑥+𝑦+𝑧

𝑝+𝑞 不是最大的。
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【例】DZY Loves Physics1

对于一般的情况，我们还是研究一个有 𝑛个顶点的完全图，它的所有含有
所有顶点的连通子图中，最小生成树的点权和除以边权和最大。为了方便表述，
我么假设最小生成树是一个链：

·······

我们现在需要证明

max{𝑎1 + 𝑎2
𝑏1

, 𝑎2 + 𝑎3
𝑏2

, ⋯ , 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛
𝑏𝑛−1

} > ∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖

∑𝑛−1
𝑖=1 𝑏𝑖

1并不是必须的，结合贪心想法，该贪心策略已经是正确的。
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【例】DZY Loves Physics

假设

𝑎1 + 𝑎2
𝑏1

≤ ∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖

∑𝑛−1
𝑖=1 𝑏𝑖

𝑎2 + 𝑎3
𝑏2

≤ ∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖

∑𝑛−1
𝑖=1 𝑏𝑖

⋮
𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−1

𝑏𝑛−2
≤ ∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖

∑𝑛−1
𝑖=1 𝑏𝑖

𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛
𝑏𝑛−1

≤ ∑𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖

∑𝑛−1
𝑖=1 𝑏𝑖

⇒

(𝑎1 + 𝑎2)
𝑛−1
∑
𝑖=1

𝑏𝑖 ≤ 𝑏1
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖

(𝑎2 + 𝑎3)
𝑛−1
∑
𝑖=1

𝑏𝑖 ≤ 𝑏2
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖

⋮

(𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−1)
𝑛−1
∑
𝑖=1

𝑏𝑖 ≤ 𝑏𝑛−2
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖

(𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛)
𝑛−1
∑
𝑖=1

𝑏𝑖 ≤ 𝑏𝑛−1
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖
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【例】DZY Loves Physics

上述 𝑛 − 1个不等式相加得到：

(
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖 +
𝑛−1
∑
𝑖=2

𝑎𝑖) ×
𝑛−1
∑
𝑖=1

𝑏𝑖 ≤
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖 ×
𝑛−1
∑
𝑖=1

𝑏𝑖

化简之后可以得到
𝑛−1
∑
𝑖=2

𝑎𝑖 ≤ 0

这与点和边的权值均为正整数矛盾，故而假设错误，所以我们要证明的结论是正
确的。现在我们需要证明 𝑛个顶点的完全图的其他连通子图的点权和与边权和
的商不是最大的，这个按照同样的方法也可以证明 (后面的情况相当于点数小于
𝑛的完全图的情况)。
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【例】树染色

【题目描述】
一颗树有 𝑛个节点，这些节点被标号为：1, 2, 3, ⋯ , 𝑛，每个节点 𝑖都有一个权值
𝐴[𝑖]。现在要把这棵树的节点全部染色，染色的规则是：

• 根节点 𝑅可以随时被染色；对于其他节点，在被染色之前它的父亲节点必
须已经染上了色。

• 每次染色的代价为 𝑇 ∗ 𝐴[𝑖]，其中 𝑇 代表当前是第几次染色。
求把这棵树染色的最小总代价。
【输入格式】
第一行包含两个整数 𝑛(1 ≤ 𝑛 ≤ 1000)和 𝑅，分别代表树的节点数以及根节点的
序号。
第二行包含 𝑛个整数，代表所有节点的权值，第 𝑖个数即为第 𝑖个节点的权值
𝐴[𝑖](1 ≤ 𝐴[𝑖] ≤ 1000)。
接下来 𝑛 − 1行，每行包含两个整数 𝑎和 𝑏，代表两个节点的序号，两节点满足
关系：𝑎节点是 𝑏节点的父节点。
【输出格式】
输出一个整数，代表把这棵树染色的最小总代价。
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【例】树染色

【样例输入】
5 1
1 2 1 2 4
1 2
1 3
2 4
3 5

【样例输出】
33

【样例解释】

2

4 5

3

1

4

1

12

2

按照 1 → 3 → 5 → 2 → 4的顺序染色，花费为
1 × 1 + 2 × 1 × 3 × 4 + 4 × 2 + 5 × 2 = 33。
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【例】树染色

• 贪心策略 1：每一步在可以被染色的点里选权值最大的染色 (错误)。
• 反例：构造一棵树，让一个权值很小的结点下边有很多权值巨大的结点，另
一个权值较大的结点却没有子结点。
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【例】树染色

• 可以从贪心策略 1中提取出一个正确的性质：树中除根结点外权值最大的
点，一定会在它的父结点被染色后立即染色。

• 可以确定的是，树中权值最大的点及其父结点的染色操作是连续进行的，可
以把这两个点“合并起来”。合并得到的新点的权值设为这两个点的权值的
平均值。

• 例如有权值为 𝑥, 𝑦, 𝑧的三个点，已知 𝑥和 𝑦的染色操作是连续进行的，那么
就有两种可能的染色方案：

• 先染 𝑥, 𝑦，再染 𝑧，代价是 𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧。
• 先染 𝑧，再染 𝑥, 𝑦，代价是 𝑧 + 2𝑥 + 3𝑦。

• 主要关心这两个代价之间的大小关系，所以不妨把两个式子同时加上
(𝑧 − 𝑦)再除以 2，分别得到：

• 𝑥+𝑦
2 + 2𝑧

• 𝑧 + 2 𝑥+𝑦
2

• 这恰好就相当于有权值为 𝑥+𝑦
2 和 𝑧的两个点的两种染色次序。换言之，下

列两种情况的“最优染色次序”可以互相转化：
• 权值为 𝑥, 𝑦, 𝑧的三个点。
• 权值为 𝑥+𝑦

2 和 z的两个点。
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【例】树染色

• 进一步推进，可以得到一种“等效权值”的算法：记录每个点是由多少个点
合并而成的，一个点的“等效权值”定义为：

该点包含的原始权值总和 ÷该点包含的原始点
• 根据一开始提到的性质，不断在树中取“等效权值”最大的点 𝑝,与其父结
点 𝑓𝑎合并。合并之前 𝑝与 𝑓𝑎各自包含的点的染色顺序是已知的，我们就
让 𝑝中第一个点排在 𝑓𝑎中最后一个点之后紧接着被染色，把这个顺序保存
在 𝑝与 𝑓𝑎合并以后的点上。

• 最终整棵树合并成一个点后，就按照这个点内保存的顺序在原始的树上把
各个结点依次染色，计算出花费的总代价，即为所求。
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小结

• 贪心的意思是指在求解问题时，只考虑当下，即总是做出当前看来是最好的
选择，不是从总体最优上去考虑，仅是在某种意义上的局部最优解。

• 贪心算法没有固定的框架，算法的关键是贪心策略。
• 贪心算法适用于局部最优解能导致产生全局最优解的问题。
• 在算法竞赛实战过程中，贪心算法的正确性证明有时不是必要的 (花费时
间)，借助对拍等方法来寻找反例可能是一个更有效率的做法。

• 在平时学习和练习过程中，读者最好还是尽量证明贪心算法的正确性。
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练习

• 日光浴 (COGS 2380)
• 畜栏预定 (COGS 3448)
• 监控安装 (COGS 3187)
• 种树 (COGS 3193)
• 喷水装置 (COGS 3194)
• 拼数 [NOIP 1998](COGS 3767)
• 合并果子 (COGS 75)
• 超市 (COGS 3097)
• 国王游戏 [NOIP 2012](COGS 1263)
• 叠罗汉 (COGS 3202)
• DZY Loves Physics(COGS 3201)
• 树染色 (COGS 3429)
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• 神奇的宝物 (COGS 3977)
• 有 𝑛种物品 (COGS 3719)
• 删数问题 [NOIP 1994](COGS 2373)
• 旅行家的预算 [NOIP 1999](COGS 1160)
• 任务 (COGS 2231)
• 种树 [国家集训队 2011](COGS 1862)
• 数据备份 [CTSC 2007](COGS 2884)
• 决斗 [CSP 2024](COGS 4053)
• 超速检测 [CSP 2024](COGS 4054)
• 社团招新 [CSP 2025](COGS 4196)
• 糖果店 [NOIP 2025](COGS 4229)
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