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队列

• 队列
• 双端队列
• 循环队列
• 优先队列 (堆)
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【例】集合中最小的 N个数

【题目描述】
求集合的前 𝑛个元素：编一个程序，按递增次序生成集合𝑀 的最小的 𝑛个数，
𝑀 的定义如下：

• 数 1属于𝑀；
• 如果 𝑥属于𝑀，则 𝑦 = 2 × 𝑥 + 1和 𝑧 = 3 × 𝑥 + 1也属于𝑀；
• 此外再没有别的数属于𝑀，集合中的数字不应当重复。

【输入格式】
一行一个正整数 𝑛(1 ≤ 𝑛 ≤ 106)。
【输出格式】
一行，有 𝑛个整数，表示集合𝑀 中最小的 𝑛个数，每两个数之间用一个空格隔
开。
【样例输入】
7

【样例输出】
1 3 4 7 9 10 13
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【例】集合中最小的 N个数

• 每次都要取出集合中最小的数字，以及添加两个数字到集合中，所以可以用
堆 (优先队列)实现。

• 要求数字不能重复，那么如果当前出队的元素为 𝑥，出队后队头的元素和 𝑥
相等，则再次出队。

• 时间复杂度：O(𝑁 log𝑁 )。
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【例】集合中最小的 N个数

• 定义队列 q2存储所有 2 × 𝑥 + 1的数，q3存储所有 3 × 𝑥 + 1的数，那么这
两个队列中的元素均为从小到大排列。

• 首先，让 3入队列 q2，4入队列 q3。
• 每次只需要取 q2和 q3的队头中较小的那个数字 𝑧输出，一定是当前未输出
数字中最小的，然后让 2 × 𝑧 + 1入队列 q2，让 3 × 𝑧 + 1入队列 q3。

q2 3 7 9 15 19 21 27 31 39 ⋯
q3 4 10 13 22 28 31 40 46 58 ⋯

• 时间复杂度：O(𝑁 )。
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【例】小组队列

【题目描述】
有 𝑛个小组要进行排队，每个小组中有若干人。当一个人来到队伍时，如果队伍
中已经有自己小组的成员，他就直接插队排在自己小组成员的后面，否则就站在
队伍的最后面。请你编写一个程序模拟这种小组队列。
【输入格式】
第一行一个正整数 𝑛(1 ≤ 𝑛 ≤ 300)，表示小组的数目。
接下来 𝑛行，每行表示一个小组。每行第一个数字 𝑘表示小组成员人数，接下来
𝑘个数，每个数表示该组成员的编号。
接下来若干行，表示入队和出队操作，ENQUEUE k表示让编号为 𝑘的人入队，
DEQUEUE表示队头出队，输入 STOP表示结束入队。
【输出格式】
对于每个出队命令，输出一行一个整数，表示出队的成员编号。
【数据范围于约定】
对于 30%的数据，1 ≤ 𝑛 ≤ 100, 1 ≤ 𝑚 ≤ 100，进出队命令数 ≤ 50。
对于 100%的数据，1 ≤ 𝑛 ≤ 105, 1 ≤ 𝑚 ≤ 300，进出队命令数 ≤ 105。
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【例】小组队列

【样例输入】
4
4 0 1 2 3
4 4 5 6 7
4 8 9 10 11
4 12 13 14 15
ENQUEUE 6
ENQUEUE 14
ENQUEUE 1
ENQUEUE 11
ENQUEUE 2
ENQUEUE 4
ENQUEUE 13
ENQUEUE 15
ENQUEUE 12
ENQUEUE 7
ENQUEUE 9
ENQUEUE 10
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE

ENQUEUE 8
ENQUEUE 12
ENQUEUE 6
ENQUEUE 3
ENQUEUE 5
ENQUEUE 1
ENQUEUE 4
ENQUEUE 15
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
DEQUEUE
STOP

【样例输出】
6
4
7
14
13
15
12
1
2
3
1
11
9
10
8
12
15
6
5
4
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【例】小组队列

• 任何时刻，同一个小组的人只要来到队伍，必然会站在一起，但是每个小组
的队伍长度不定，可以建立一个队列 𝑞0来存储队伍中小组的编号。

• 然后再为第 𝑖个小组建立一个队列 𝑞𝑖来存储队伍中第 𝑖个小组的成员的排
队情况。

• 当编号为 𝑥的人入队时，它的组号为 𝑘，那么直接将 𝑥插入 𝑞𝑘末尾。如果
插入之前 𝑞𝑘为空，那么将 𝑘插入队列 𝑞0，表明队伍中出现了一个新小组。

• 当收到出队指令时，𝑞0的队头即为当前最前面的小组 𝑘，将 𝑞𝑘的队头出队。
出队后如果 𝑞𝑘为空，那么就从 𝑞0中让 𝑘出队，表明当前队伍中没有小组 𝑘
的成员。
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【例】蚯蚓

蛐蛐国最近蚯蚓成灾了！隔壁跳蚤国的跳蚤也拿蚯蚓们没办法，蛐蛐国王只
好去请神刀手来帮他们消灭蚯蚓。
蛐蛐国里现在共有 𝑛只蚯蚓（𝑛为正整数）。每只蚯蚓拥有长度，我们设第 𝑖

只蚯蚓的长度为 𝑎𝑖 (𝑖 = 1, 2, … , 𝑛)，并保证所有的长度都是非负整数（即：可能
存在长度为 0的蚯蚓）。
每一秒，神刀手会在所有的蚯蚓中，准确地找到最长的那一只（如有多个则

任选一个）将其切成两半。神刀手切开蚯蚓的位置由常数 𝑝（是满足 0 < 𝑝 < 1
的有理数）决定，设这只蚯蚓长度为 𝑥，神刀手会将其切成两只长度分别为 ⌊𝑝𝑥⌋
和 𝑥 − ⌊𝑝𝑥⌋的蚯蚓。特殊地，如果这两个数的其中一个等于 0，则这个长度为 0
的蚯蚓也会被保留。此外，除了刚刚产生的两只新蚯蚓，其余蚯蚓的长度都会增
加 𝑞（是一个非负整常数）。
蛐蛐国王知道这样不是长久之计，因为蚯蚓不仅会越来越多，还会越来越

长。蛐蛐国王决定求助于一位有着洪荒之力的神秘人物，但是救兵还需要𝑚秒
才能到来……（𝑚为非负整数）
蛐蛐国王希望知道这𝑚秒内的战况。具体来说，他希望知道：

• 𝑚秒内，每一秒被切断的蚯蚓被切断前的长度（有𝑚个数）；
• 𝑚秒后，所有蚯蚓的长度（有 𝑛 + 𝑚个数）。
蛐蛐国王当然知道怎么做啦！但是他想考考你……
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【例】蚯蚓

【输入格式】
第一行包含六个整数 𝑛, 𝑚, 𝑞, 𝑢, 𝑣, 𝑡，其中：𝑛, 𝑚, 𝑞的意义见【问题描述】；𝑢, 𝑣, 𝑡
均为正整数；你需要自己计算 𝑝 = 𝑢/𝑣（保证 0 < 𝑢 < 𝑣）；𝑡是输出参数，其含义
将会在【输出格式】中解释。
第二行包含 𝑛个非负整数，为 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛，即初始时 𝑛只蚯蚓的长度。
同一行中相邻的两个数之间，恰好用一个空格隔开。
保证 1 ≤ 𝑛 ≤ 105，0 ≤ 𝑚 ≤ 7 × 106，0 < 𝑢 < 𝑣 ≤ 109，0 ≤ 𝑞 ≤ 200，
1 ≤ 𝑡 ≤ 71，0 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 108。
【输出格式】
第一行输出 ⌊𝑚

𝑡 ⌋个整数，按时间顺序，依次输出第 𝑡秒，第 2𝑡秒，第 3𝑡秒，
……被切断蚯蚓（在被切断前）的长度。
第二行输出 ⌊𝑛+𝑚

𝑡 ⌋个整数，输出𝑚秒后蚯蚓的长度；需要按从大到小的顺序，
依次输出排名第 𝑡，第 2𝑡，第 3𝑡，……的长度。
同一行中相邻的两个数之间，恰好用一个空格隔开。即使某一行没有任何数需要
输出，你也应输出一个空行。
请阅读样例来更好地理解这个格式。
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【例】蚯蚓

【样例输入】
3 7 1 1 3 1
3 3 2

【样例输出】
3 4 4 4 5 5 6
6 6 6 5 5 4 4 3 2 2

【样例解释】
在神刀手到来前：3只蚯蚓的长度为 3, 3, 2。
1秒后：一只长度为 3的蚯蚓被切成了两只长度分别为 1和 2的蚯蚓，其余蚯蚓的长度
增加了 1。最终 4只蚯蚓的长度分别为 (1, 2), 4, 3。括号表示这个位置刚刚有一只蚯蚓被
切断。
2秒后：一只长度为 4的蚯蚓被切成了 1和 3。5只蚯蚓的长度分别为：2, 3, (1, 3), 4。
3秒后：一只长度为 4的蚯蚓被切断。6只蚯蚓的长度分别为：3, 4, 2, 4, (1, 3)。
4秒后：一只长度为 4的蚯蚓被切断。7只蚯蚓的长度分别为：4, (1, 3), 3, 5, 2, 4。
5秒后：一只长度为 5的蚯蚓被切断。8只蚯蚓的长度分别为：5, 2, 4, 4, (1, 4), 3, 5。
6秒后：一只长度为 5的蚯蚓被切断。9只蚯蚓的长度分别为：(1, 4), 3, 5, 5, 2, 5, 4, 6。
7秒后：一只长度为 6的蚯蚓被切断。10只蚯蚓的长度分别为：2, 5, 4, 6, 6, 3, 6, 5, (2, 4)。
所以，7秒内被切断的蚯蚓的长度依次为 3, 4, 4, 4, 5, 5, 6。7秒后，所有蚯蚓长度从大到
小排序为 6, 6, 6, 5, 5, 4, 4, 3, 2, 2。
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【例】蚯蚓

• 如果 𝑞 = 0，那么蚯蚓不会变长，那么问题就变成了在集合种找到一个最大
值，然后把最大值拆成两份加入集合，可以用优先队列实现。

• 当 𝑞 > 0时，除了最大值拆成两个数之外，集合中所有的其他数都会增加 𝑞。
设最大值为 𝑥，不妨认为产生的两个大小为 ⌊𝑝𝑥⌋ − 𝑞和 𝑥 − ⌊𝑝𝑥⌋ − 𝑞的新
数，然后再把整个集合都加上 𝑞，这个操作与要求的操作是等价的。

• 于是维护一个变量 𝑑，表示整个集合的“偏移量”，集合中的数加上 𝑑是它
的真实数值，初始时令 𝑑 = 0，对于每一秒：
1 取出集合中最大值 𝑥，令 𝑥 = 𝑥 + 𝑑。
2 将 ⌊𝑝𝑥⌋ − 𝑞 − 𝑑和 𝑥 − ⌊𝑝𝑥⌋ − 𝑞 − 𝑑插入集合。
3 令 𝑑 = 𝑑 + 𝑝。
重复上述步骤𝑚轮，即可得到最终集合中所有数的值。

• 时间复杂度：𝑀 log(𝑁 + 𝑀)。
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【例】蚯蚓

• 注意到 𝑝, 𝑞为常数，0 < 𝑝 < 1且 𝑞是非负整数。设 𝑥1, 𝑥2且 𝑥1 ≥ 𝑥2，那么
𝑥1在 𝑥2之前被取出集合

第 𝑘秒 第 𝑘 + 1秒
⌊𝑝𝑥1⌋ ⌊𝑝𝑥1⌋ + 𝑞

𝑥1 − ⌊𝑝𝑥1⌋ 𝑥1 − ⌊𝑝𝑥1⌋ + 𝑞
𝑥2

⌊𝑝(𝑥2 + 𝑞)⌋
𝑥2 + 𝑞 − ⌊𝑝(𝑥2 + 𝑞)⌋

• 显然有 ⌊𝑝𝑥1⌋ + 𝑞 = ⌊𝑝𝑥1 + 𝑞⌋ ≥ ⌊𝑝(𝑥1 + 𝑞)⌋ ≥ ⌊𝑝(𝑥2 + 𝑞)⌋以及
𝑥1 − ⌊𝑝𝑥1⌋ + 𝑞 ≥ 𝑥1 + 𝑞 − ⌊𝑝(𝑥1 + 𝑞)⌋ ≥ 𝑥2 + 𝑞 − ⌊𝑝(𝑥2 + 𝑞)⌋。

• 若 𝑥1在 𝑥2之前被取出集合，则在一秒后，𝑥1分成的两个数 ⌊𝑝𝑥1⌋ + 𝑞和
𝑥 − ⌊𝑝𝑥1⌋ + 𝑞分别不小于 𝑥2 + 𝑞分成的两个数 ⌊𝑝(𝑥2 + 𝑞)⌋和
𝑥2 + 𝑞 − ⌊𝑝(𝑥2 + 𝑞)⌋，也即不仅从集合中取出的数是单调递减的，新产生的
两类数值也是递减的。
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【例】蚯蚓

• 因此可以建立三个队列 𝐴, 𝐵, 𝐶。
• 队列 𝐴保存初始的 𝑛个数从大到小排序的序列。
• 队列 𝐵保存每秒产生的新的 ⌊𝑝𝑥⌋ − 𝑞 − 𝑑。
• 队列 𝐶 保存每秒产生的新的 𝑥 − ⌊𝑝𝑥⌋ − 𝑞 − 𝑑。

起初队列 𝐵, 𝐶 为空，新产生的数从分别从队尾插入，那么在任意时刻，集
合中最大的数就是队列 𝐴, 𝐵, 𝐶 队头的最大值。

• 时间复杂度：O(𝑀 + 𝑁 log𝑁 )。
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【例】双端队列

【题目描述】
Sherry现在碰到了一个棘手的问题，她需要对 𝑛个整数需要排序，但是她手头能
用的工具就是若干个双端队列。
她需要依次处理这 𝑛个数，对于每个数 𝑎𝑖，Sherry能做以下两件事：
1 新建一个双端队列，并将当前数作为这个队列中的唯一的数；
2 将当前数放入已有的队列的头之前或者尾之后。
对所有的数处理完成之后，Sherry将这些队列排序后就可以得到一个非降的的序
列。
请你求出最少需要多少个双端序列。
【输入格式】
一行一个正整数 𝑛(𝑛 ≤ 2 × 105)。
接下来一行 𝑛个整数，表示需要处理的整数序列。
【输出格式】
输出一个整数，代表最少需要的双端队列数。
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【例】双端队列

【样例输入】
6
3 6 0 9 6 3

【样例输出】
2

【样例解释】
第 1个数 3，新建一个双端列，目前双端队列为 [3]。
第 2个数 6，新建一个双端队列，目前双端队列为 [3], [6]。
第 3个数 0，插入第 1个双端队列队头，目前双端队列为 [0, 3], [6]。
第 4个数 9，插入第 2个双端队列队尾，目前双端队列为 [0, 3], [6, 9]。
第 5个数 6，插入第 2个双端队列队头，目前双端队列为 [0, 3], [6, 6, 9]。
第 6个数 3，插入第 1个双端队列队尾，目前双端队列为 [0, 3, 3], [6, 6, 9]。
这两个双端队列按照目前顺序连接起来即可实现排序。
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【例】双端队列

• 这个问题很难直接求解，因为在不知道后续数字的情况下做出的局部决策，
可能会造成两个数 𝑝, 𝑞在同一队列中，如果后续出现介于 𝑝, 𝑞之间的数字，
直接无解。

• 不妨逆向思维，先把这 𝑛个数排序，然后分成尽可能少的段，让每一段成为
一个合法的双端队列。

• 一段数字能构成合法的双端队列需要满足什么条件呢？利用排序后数据在
原始数组 𝑎中的下标构成数组 𝑏。例如，数组 𝑎 = [3, 6, 0, 9, 6, 3]排序之后为
[0, 3, 3, 6, 6, 9]，对应的下标数组 𝑏 = [3, 1, 6, 2, 5, 4]。

• 经过分析可以发现，如果 𝑏中的一段满足单谷性质 (先递减，后递增)，那么
就可构成合法双端队列 (𝑏中保存的是下标，这一段的谷点就相当于第一个
入队，递减的一段相当于队头插入，递增的一段相当于从队尾插入)。
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【例】双端队列

• 需要注意的是，如果 𝑎中的数据存在相同的情况，那么这几个数在排序时的
顺序是不定的，可以随意调整顺序，使得尽可能满足题目的要求。

• 于是按照 𝑎中的数值将 𝑏分成若干个区间。例如，数组 𝑎 = [3, 6, 0, 9, 6, 3]排
序之后为 [0, 3, 3, 6, 6, 9]，对应的下标数组 𝑏 = [[3], [1, 6], [2, 5], [4]]。

• 一个区间一个区间地对 𝑏进行处理，最终拼成若干大段，每一段都尽量具有
单谷性质。记录当前序列末尾是递增还是递减，对于后续区间，尽量维持目
前递增或递减状态 (贪心)接入当前序列。
1 第 1个区间始终看作递减区间插入队列，当前序列为 [3]，正处于递减状态。
2 第 2个区间 [1, 6]，因为 6 > 3，无法继续递减，只能以递增的形式 [1, 6]插入
序列，当前序列为 [3, 1, 6]，处于递增状态。

3 第 3个区间 [2, 5]，因为 2 < 6，无法继续递增，只能以递减形式 [5, 2]插入序
列，当前序列为 [3, 1, 6, 5, 2]，处于递减状态。

4 第 4个区间 [4]，因为 4 > 2，无法继续递减，只能以递增形式 [4]插入序列，
当前序列为 [3, 1, 6, 5, 2, 4]，处于递增状态。

• 最终得到的序列为 [3, 1, 6, 5, 2, 4]，包含 [3, 1, 6], [5, 2, 4]两个单谷段，满足问
题要求。
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练习

• 集合中最小的 𝑁 个数 (COGS 1655)
• 小组队列 [SDOI 2007](COGS 717)
• 蚯蚓 [NOIP 2016](COGS 2560)
• 双端队列 [BJOI 2011](COGS 3457)
• 焰硝庭火 (COGS 3895)
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