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• 单调队列：队列内的元素从对头到队尾单调递增 (递减)的队列，队头元素
始终是最小 (最大的元素)。

• 入队：当元素 𝑥入队时，为了保证单调性，需要将队尾所有大于 (小于)𝑥的
元素出队，最后让 𝑥入队。

• 例如，单调递增队列 1, 3, 5, 7，需要插入元素 4时，需要让 7和 5出队，然
后让 4入队，队列变为 1, 3, 4。

• 单调队列的应用：在决策集合 (队列)中及时排除一定不是最优解的选择。
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【例】最大子序和

【题目描述】
给定一个长度为 𝑛的整数序列 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛，从中找出一段长度不超过𝑚的连续
子序列，使得子序列中所有数字的和最大。
【输入格式】
第一行两个整数 𝑛, 𝑚(𝑛, 𝑚 ≤ 3 × 105)。
第二行 𝑛个整数，表示整数序列 (保证 −32768 ≤ 𝑎𝑖 ≤ 32767)。
【输出格式】
一行一个整数，表示最大的子序列和。
【样例输入】
6 4
1 ‐3 5 1 ‐2 3

【样例输出】
7
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• 定义 𝑠𝑖为前缀和，那么问题转化为：找出两个位置 𝑗, 𝑖，使得 𝑠𝑖 − 𝑠𝑗的值最
大且 𝑖 − 𝑗 ≤ 𝑚。

• 首先枚举右端点 𝑖，那么当 𝑖固定时，问题就变为：找到一个左端点 𝑗，
𝑖 − 𝑗 ≤ 𝑚且 𝑠𝑗最小。

• 假设此时有一个为 𝑘满足 𝑘 < 𝑗 < 𝑖且 𝑠𝑘 ≥ 𝑠𝑗，那么对于所有大于等于 𝑖的
右端点 𝑘永远不会成为最优选择。因为 𝑠𝑘不小于 𝑠𝑗，而且 𝑘离 𝑖更远导致
长度极有可能超过𝑚，于是当位置 𝑗出现后，𝑘就绝对不可能是答案。

• 所以对于 𝑖来说，它的最优选择的 𝑗的集合一定是一个“下标位置递增、对
应前缀和也递增的”序列。
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• 定义一个单调队列来保存位置，然后枚举右端点 𝑖，做如下操作：
1 只要当前队头的元素 𝑗，出现 𝑖 − 𝑗 > 𝑚(区间长度超过𝑚)，就让队头出队；
2 所有非法的下标出队后，对头的元素 𝑗就是最优选择。
3 只要队尾的元素 𝑥，出现 𝑠𝑥 ≥ 𝑠𝑖，就让队尾出队，然后将 𝑖入队。

1 int l = 1, r = 1;
2 q[1] = 0; // 注意位置 0 开始时也是合法的
3 for(int i = 1; i <= n; ++i)
4 {
5 while(l <= r && i ‐ q[l] > m) ++l;
6 ans = max(ans, s[i] ‐ s[q[l]]);
7 while(l <= r && s[i] <= s[q[r]]) ‐‐r;
8 q[++r] = i;
9 }

• 每个下标至多入队一次、出队一次，时间复杂度为 O(𝑁 )。
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【例】滑动窗口

【题目描述】
给你一个长度为 𝑛的数组，一个长为 𝑘的滑动的窗体从最左移至最右端，你只
能见到窗口的 𝑘个数，每次窗体向右移动一位，你的任务是找出窗口在各个位置
时的最小值和最大值。

窗口 最小值 最大值

[1 3 −1] −3 5 3 6 7 −1 3
1 [3 −1 −3] 5 3 6 7 −3 3
1 3 [−1 −3 5] 3 6 7 −3 5
1 3 −1 [−3 5 3] 6 7 −3 5
1 3 −1 −3 [5 3 6] 7 3 6
1 3 −1 −3 5 [3 6 7] 3 7
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【输入格式】
第一行两个整数 𝑛, 𝑘(1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ≤ 106)。
第二行 𝑛个整数，表示整数数组。
【输出格式】
第一行若干个用空格隔开的数，表示窗口在每一个位置的最小值。
第二行若干个用空格隔开的数，表示窗口在每一个位置的最大值。
【样例输入】
8 3
1 3 ‐1 ‐3 5 3 6 7

【样例输出】
‐1 ‐3 ‐3 ‐3 3 3
3 3 5 5 6 7
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• 我们以最小值计算为例，最大值相同。
• 考虑窗口的右端点 𝑖，如果有两个位置 𝑘 < 𝑗 < 𝑖且 𝑎𝑘 ≥ 𝑎𝑗，那么 𝑎𝑘一定不
会对当前窗口的最小值有贡献。

• 因为 𝑎𝑘 ≥ 𝑎𝑗而且 𝑘离 𝑖更远可能导致 𝑘不在以 𝑖为右端点的窗口中，所以
当枚举 𝑗时，𝑘绝对不可能对后续答案有任何贡献。

• 所以当求解以 𝑖为右端点的窗口最小值时，答案只可能是 min(𝑎𝑖, 𝑎𝑗值最小
且在窗口内的元素 )，也就是始终保存 𝑎𝑗值更小且更靠右的位置。
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• 定义一个单调队列来保存位置，然后枚举右端点 𝑖，做如下操作：
1 只要当前队头的元素 𝑗，出现 𝑖 − 𝑗 + 1 > 𝑘(窗口长度超过 𝑘)，就让队头出队；
2 当前以 𝑖为右端点的窗口的最小值为 𝑎[𝑖]和队头元素的最小值。
3 只要队尾的元素 𝑥，出现 𝑎[𝑖] ≤ 𝑎[𝑥]，就让队尾出队，然后将 𝑖入队。

1 int l = 1, r = 1;
2 q[1] = 1;
3 for(int i = 2; i <= n; ++i)
4 {
5 while(l <= r && i ‐ q[l] + 1 > k) ++l;
6 minv[i] = min(a[i], a[q[l]]);
7 while(l <= r && a[i] <= a[q[r]]) ‐‐r;
8 q[++r] = i;
9 }

• 时间复杂度：O(𝑁 )。
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• 最大子序和 (COGS 3458)
• 滑动窗口 (COGS 495)
• 理想的正方形 [HAOI 2007](COGS 308)
• 切蛋糕 (COGS 3295)
• 琪露诺 (COGS 920)
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