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Once In My Life

记 N = (1234567890 + d) · 10⌈log10 n⌉，则有

⌈N/n⌉ ≤ 2 · 109 · 10
⌈log10 n⌉

n ≤ 2 · 1010

并且 ⌈N/n⌉ 的前 10 位与 N 相同，因此取 k = ⌈N/n⌉ 即可。
单组数据时间复杂度 O(1) 或 O(log n)。
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扫雷 1

考虑贪心。假设第 i 轮购买一个地雷探测器所需的扫雷币 ci

最少，那么第 i 轮及之前轮次获得的扫雷币留到第 i 轮购买最优。
剩下的扫雷币与第 i+1 轮开始的 n− i 轮构成子问题，重复贪心
直到所有轮次均考虑完即可。

可以发现，可能购买地雷探测器的轮次是 (i, ci) 这些点的下
凸壳，单调栈求出轮次之后模拟即可。时间复杂度 O(n)。
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中二病也要打比赛

考虑两个相等的数字，根据题目条件，这两个相等的数字中
间的所有数字映射后必须是相等的。于是我们可以根据这个性质
将整个数列分为若干相等段，例如 2, · · · , 3, · · · , 2, · · · , 3 就是一
段相等段。

现在问题变为，为每一段相等段选择一个数字，使得最终序
列上升且改变的数字个数最小。先考虑没有相等数字的情形，我
们发现只需要关心哪些数字没有改变，因为改变的数字可以任意
赋值，所以可以忽略。要使改变的数字的个数最小，等价于在序
列中挑选一些数字，让这些数字不变且这些数字单调递增，这是
最长上升子序列问题。
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中二病也要打比赛

考虑如何扩展到原题目。一种方法是将所有相等段内的数字
降序排序，然后再求一次 LIS，求得的答案就是最多的不变个数。
LIS 选择出来的那些数字实际上是决定每个相等段最终的数字，
又由于每个相等段内降序排序，所以每个相等段内只会选择至多
一个数字，LIS 得到的方案是和实际变化的方案一一映射的。时
间复杂度 O(n log n)。

没有观察到降序排序的性质也可以通过数据结构和 DP 通过
本题。
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距离之比

不妨设 |xP−xQ|
|yP−yQ| = tan θ，其中 θ ∈ [0, π2 ]。有

∥PQ∥1
∥PQ∥2

= cos θ + sin θ =
√
2 sin

(
θ +

π

4

)
所以 PQ 与 x 轴夹角越接近 45◦ 或 135◦，∥PQ∥1

∥PQ∥2 越大。
不失一般性地，考虑在 n 个不重合的点中如何求出夹角最

接近水平的点对。可以证明，存在一组满足条件的点对，按纵坐
标排序后两个点是相邻的。对于原题，我们只需要按照 x + y 与
x− y 排序，取排序后相邻点对计算比值，取最大值即是答案。单
组数据时间复杂度 O(n log n)。
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保卫城邦

题目大意：初始一棵的树，每次删除一条边并添加一条边，
保证图始终为树，操作后对所有点赋点权 vali，要求对于所有点
权为 0 的点 u，与其相邻的所有点 v 满足

∑
valv ≥ 2，求最小点

权和。
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保卫城邦

显然，vali ∈ [0, 2]，于是在固定的一棵树下，钦定树根为 1，
我们可以设 fi,j 表示点 i 可以向父亲做出 i 的贡献时，点 i 子树
内的最小点权和，其中 j ∈ [−2, 2]，当 j < 0 时，表示点 i 需要其
相邻点再对其进行 |j| 的贡献才合法。设 u 是 v 的父亲，则有如
下转移：

fu,2 = fu,2 + min{fv,2, fv,1, fv,0, fv,−1, fv,−2}

fu,1 = fu,1 + min{fv,2, fv,1, fv,0, fv,−1}

fu,0 = min{fu,0 + min{fv,2, fv,1, fv,0}, fu,−1 + min{fv,2, fv,1}, fu,−2 + fv,2}

fu,−1 = min{fu,−1 + fv,0, fu,−2 + fv,1}

fu,−2 = fu,−2 + fv,0
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保卫城邦

设 dpi,j =
∑2

k=j fi,k，则转移如下：

dpu,2 = dpu,2 + dpv,−2

dpu,1 = min{dpu,2 + dpv,−2, dpu,1 + dpv,−1}

dpu,0 = min{dpu,2 + dpv,−2, dpu,1 + dpv,−1, dpu,0 + dpv,0,

dpu,−1 + dpv,1, dpu,−2 + dpv,−2}

dpu,−1 = min{dpu,2 + dpv,−2, dpu,1 + dpv,−1, dpu,−1 + dpv,0, dpu,−2 + dpv,1}

dpu,−2 = min{dpu,2 + dpv,−2, dpu,1 + dpv,−1, dpu,−2 + dpv,0}

由于本题为动态树，需要使用 LCT 实现动态 DP。
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保卫城邦

对于一条链，如果我们将矩阵乘法中的乘法改为加法，加法
改为取 min，我们可以将转移方程写为矩阵转移形式：

dpu,2 dpu,1 dpu,−2 ∞ ∞
dpu,2 dpu,1 dpu,−1 dpu,−2 ∞
dpu,2 dpu,1 dpu,0 dpu,−1 dpu,−2

dpu,2 dpu,1 ∞ ∞ ∞
dpu,2 ∞ ∞ ∞ ∞





dpv,−2

dpv,−1

dpv,0

dpv,1

dpv,2


=



dpu,−2

dpu,−1

dpu,0

dpu,1

dpu,2


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保卫城邦

可以发现，改写之后的矩阵乘法仍然满足结合律，所以对
于一条链上的转移，我们可以将链上所有点的转移矩阵先乘
起来，最后乘上 0 个点的 dp 矩阵即可，其中对于 0 个点有
dp = [0, 0, 0,∞,∞]。

经过以上转化后，我们可以使用 LCT 来维护实链上的矩阵
乘积。由于树的形态在不断发生变化，我们需要同时维护相反方
向的转移矩阵乘积，以便维护在 LCT 的换根操作里面翻转 Splay
后的信息。
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保卫城邦

值得注意的是，对于点 u，其转移矩阵内部的 dpu,i 是只计
算虚儿子贡献的值，于是在 LCT 的 access 操作中，u 点切换实
儿子时，需要更新其转移矩阵。由于本题的转移较为复杂，无法
直接剥离某个儿子的贡献，所以当实儿子切换时，需要重新计算
转移矩阵中的值。
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保卫城邦

对于点 u，我们可以将儿子们的贡献进行合并，设 dpson 为
儿子们的总贡献，于是有：

dpson−2 =
∑

v∈sonu

dpv,−2 dpson−1 =
∑

v∈sonu

dpv,−1

dpson0 =
∑

v∈sonu

dpv,0

dpson1 = min
i∈sonu

{dpi,1 +
∑

v∈sonu,v ̸=i

dpv,0}

dpson2 = min{ min
i∈sonu

{dpi,2 +
∑

v∈sonu,v ̸=i

dpv,0},

min
i,j∈sonu,i ̸=j

{dpi,1 + dpj,1 +
∑

v∈sonu,v ̸=i,j

dpv,0}}
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保卫城邦

其中 dpson−2,−1,0 可以轻松维护，dpson1,2 可以整理如下：

dpson1 =
∑

v∈sonu

dpv,0 + min
i∈sonu

{dpi,1 − dpi,0}

dpson2 =
∑

v∈sonu

dpv,0 + min{ min
i∈sonu

{dpi,2 − dpi,0},

min
i,j∈sonu,i ̸=j

{dpi,1 − dpi,0 + dpj,1 − dpj,0}}

于是我们只需要对于点 u 虚儿子们实时维护 dpv,1 − dpv,0 的
最小值和次小值，dpv,2 − dpv,0 的最小值，即可快速合并虚儿子
们的 dp 值。利用 set 进行维护会导致单次操作复杂度 O(log n)。
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保卫城邦

考虑到 dpv,0 ≤ dpv,1，并且 dpv,0 + 1 ≥ dpv,1，可以推出
0 ≤ dpv,1 − dpv,0 ≤ 1，同理可以推出 0 ≤ dpv,2 − dpv,0 ≤ 2，所以
可以利用桶存储对应值，这样就会将查找最小值和次小值的单次
操作复杂度降为 O(1)。

需要注意，由于以上 dpv,i 是准确值，所以当 dpv,i 更新时，
dpson 也需要进行更新。可以发现，只有当点 v 作为实儿子时，
其值才会发生更新。所以当点 u 的实儿子 v 切换为虚儿子时，可
以先利用矩阵求出 v 更新后的 dp 值，然后再用其更新 dpson。

到此为止，实现的整体复杂度为 O(125n log n)，由于矩阵乘
法带来的巨大常数，仍然无法通过此题。
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保卫城邦

再次考虑 dp 数组（不包括上面所说的 dpson 数组）的性质，
会发现 dpu,−2 与 dpu,−1 同样满足上述推出的 dpu,0 拥有的性质，
即：

dpu,1 − 1 ≤ dpu,−2, dpu,−1, dpu,0 ≤ dpu,1

dpu,2 − 2 ≤ dpu,−2, dpu,−1, dpu,0 ≤ dpu,2

同时也易发现 dpu,2 − 1 ≤ dpu,1 ≤ dpu,2。由于 dpu,−2 ≤ dpu,−1 ≤
dpu,0 ≤ dpu,1 ≤ dpu,2，在这些条件的限制下，dp 数组的差分数组
只有 8 种可能，如果把差分数组相同的 dp 数组归为一类，那么
我们只有 8 种 dp 数组。
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保卫城邦

于是我们还可以猜测，实际上转移矩阵的种类数也不是很
多。为了方便研究，我们可以在不影响结果的情况下将矩阵转移
式改写如下：

dpu,2 dpu,1 dpu,−2 dpu,−2 dpu,−2

dpu,2 dpu,1 dpu,−1 dpu,−2 dpu,−2

dpu,2 dpu,1 dpu,0 dpu,−1 dpu,−2

dpu,2 dpu,1 dpu,1 dpu,1 dpu,1

dpu,2 dpu,2 dpu,2 dpu,2 dpu,2





dpv,−2

dpv,−1

dpv,0

dpv,1

dpv,2


=



dpu,−2

dpu,−1

dpu,0

dpu,1

dpu,2


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保卫城邦

经过改写之后，我们可以证明，对于所有的转移矩阵（包括
维护时转移矩阵相乘所得到的转移矩阵），都满足以下性质：

1 对于每一行 row，从左到右看，其值单调递减，并且满
足 row0 − row1 ≤ 1，row0 − 2 ≤ row2, row3, row4 ≤ row0，
row1 − 1 ≤ row2, row3, row4 ≤ row1。

2 对于每一列 col，从上到下看，其值单调递增，并且满足
col4 − col3 ≤ 1，col4 − 2 ≤ col0, col1, col2 ≤ col4，col3 − 1 ≤
col0, col1, col2 ≤ col3。

即每一行与每一列都满足与 dp 数组相同的限制，行和列的种类
都只有 8 种。
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保卫城邦

大致证明如下：首先，对于所有由单个 dp 数组所得到的初
始转移矩阵，显然满足性质。

对于两个满足性质的矩阵相乘，首先考虑一个矩阵与一个列
向量相乘，而这又可以先考虑矩阵的一个列向量与列向量中的一
个值相乘： 

f0,0
f1,0
f2,0
f3,0
f4,0


[
c0
]
=



f0,0 + c0
f1,0 + c0
f2,0 + c0
f3,0 + c0
f4,0 + c0


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保卫城邦

其所得到的列向量满足性质。而矩阵与列向量的乘积所得到
的列向量，就是五个列向量对应位置取最小值所得到的列向量。
设 gi,j = fi,j + cj，则：

f0,0 f0,1 f0,2 f0,3 f0,4
f1,0 f1,1 f1,2 f1,3 f1,4
f2,0 f2,1 f2,2 f2,3 f2,4
f3,0 f3,1 f3,2 f3,3 f3,4
f4,0 f4,1 f4,2 f4,3 f4,4





c0
c1
c2
c3
c4


=



min4
i=0 g0,i

min4
i=0 g1,i

min4
i=0 g2,i

min4
i=0 g3,i

min4
i=0 g4,i


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保卫城邦

不妨设 min4
i=0 g0,i = g0,0，那么 g0,0 ≤ min4

i=0 gj,i ≤ gj,0。由
于 {gj,0} 满足性质，所以该列向量也一定满足性质。由此可以得
知，所有的列都满足性质。同理可得，所有的行也都满足性质。
所以，两矩阵相乘所得到的矩阵满足性质。

综上所述，所有转移矩阵都满足上述性质。
在以上性质的限制下，合法矩阵种类数为 5586 个。打表后

会发现，实际可能出现的转移矩阵只有 1255 种。于是我们可以
打表预处理出所有矩阵相乘的结果，记录不同矩阵相乘后结果的
种类与最小值的变化。然而直接利用矩阵乘进行预处理，会导致
复杂度来到 2× 108 级别，对于程序来说仍然难以接受。
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保卫城邦

我们可以先处理向量与向量之间相乘的结果，再处理向量与
矩阵之间相乘的结果，最后预处理出矩阵与矩阵相乘的结果，这
样下来预处理的复杂度会变得可以接受。在预处理后，矩阵乘法
的复杂度变为 O(1)，大幅减少了矩阵乘法带来的常数，即可通
过此题。总体时间复杂度为 O(S2 + n log n)，其中 S 为矩阵种类
数，其值为 1255。
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优秀字符串

签到题，按照题意实现代码即可。
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扫雷 2

构造方法很多，以下是一种可行的方法。

□□□■■□□■■■
□□■■□□□□■■
□■■□□□□□■■
■■□□□□□□■■
■□□□□□□□■■
□□□□□□□□■■
□□□□□□□□■■
■□□□□□□■■■
■■■■■■■■■■
■■■■■■■■■■

先把多余的雷放在红色部分，放到放不完一层为止。剩下的
放绿色蛇形，蛇形的个数可以取到所有奇数。最后如果剩一个就
放在紫色位置。
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随机栈

取出所有满足 0 ≤ ai ≤ n 的元素，并将它们排序，记为
{b1, b2, . . . , bn}。显然，最终产生的序列应该是 b。

我们可以直接按顺序模拟这个过程。设初始概率为 1：

若 0 ≤ ai ≤ n，那么将该元素插入多重集中。
否则，我们已经知道下一个需要取出的元素。

若该元素不存在于多重集中，答案为 0。此时可直接输出 0

并返回。
否则，将答案乘上该元素的出现次数/集合总大小。

由于需要排序，时间复杂度为 O(n log n)。本题也有时间复
杂度 O(n) 的算法，这里留给读者自己思考。
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378QAQ 和字符串

首先考虑从 1到 n
2 枚举 p，对于给定的 p，考虑字符串 s长度

为 n− p 的前缀 t1 和后缀 t2 进行匹配。后缀数组支持 O(n log n)
预处理并 O(1) 查询一个字符串两个子串的最长公共前缀（LCP），
而 LCP 的下一个位置即为失配位置。根据后缀数组我们可以不
断的查找 t1 和 t2 的失配位置，当 t1 和 t2 出现了超过 2k 次失配
我们停止匹配，因为一次修改至多影响两个失配位置。该部分的
时间复杂度为 O(n log n + nk)。
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378QAQ 和字符串

如果失配次数不超过 2k 次，我们考虑如何修改 k 个位置使
得字符串满足题意。如果任意两个位置 i 和 j 满足 i ≡ j(mod p)，
假设有 j = i+mp，则对于修改后的字符串有 si = si+p = si+mp =

sj = sj+p，此时我们将 i 和 j 视为等价位置。对于一个失配位置，
我们可以统计所有和它等价的位置中出现的字符次数，从贪心的
角度考虑，我们找出出现次数最多的字符并将其他位置修改为该
字符。如果修改总次数小于 k，则答案为 Yes，否则为 No。该部
分的复杂度为 O(k

∑ n
2
p=1

n
p )。
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378QAQ 和字符串

此时总复杂度为 O(nk log n)，无法通过。考虑如何优化，假设
存在 p1 (2p1 ≤ n

2 )满足要求，可以发现此时有 si = si+p1 = si+2p1，
此时 p2 = 2p1 也满足要求。因此枚举范围可以缩小到从 n

4 到
n
2，

此时总复杂度为 O(n log n + nk)。
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排列与合数

注意到以 0、2、4、5、6、8 之一结尾的多位整数都是合数，
根据鸽巢原理，给定的整数 n 中至少有一个数位在 0、2、4、5、
6、8 之中。将满足条件的数位放至整数末尾即可得到满足要求的
答案。单组数据时间复杂度 O(1)。

作为简单题，枚举全排列再检查也可以通过本题。
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树上问题

对于一对相邻的节点 u 和 v，如果有 au ≥ av
2，此时节点 u

可以作为节点 v 的父亲节点，此时在两个节点之间加入一条从 u
到 v 的有向边。av < au

2 时同理，节点 v 可以作为节点 u 的父亲
节点，此时在两个节点之间加入一条从 v 到 u 的有向边。
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树上问题

如果一对相邻的节点 u 和 v 都有有向边从自己连向对方，我
们可以将其缩成一个点，因为无论哪个节点作为根，节点 u 和 v
都可以作为对方的父亲节点。我们将所有复合条件的点对缩点之
后，就得到了一个有向无环图（并且如果将图中的边改为无向边，
该图是一棵树）。如果存在美丽节点，则在该有向无环图仅存在
一个节点入度为 0，其余节点入度均为 1，此时将入度为 0 的点
作为根时，其余节点都满足点权要求。

最后答案即为该节点包含的原始节点数。时间复杂度
O(mα(n) + n)。
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Toxel 与 PCPC II

显然，每次运行代码时一定会停在某个有 bug 的行。设 dpi

表示 debug 前 i 行所需的最小时间，那么我们有转移方程：

dpi = min
1≤j≤i

(
dpj + ai + (i − j)4

)
这个 dp 的时间复杂度是 O(n2)，不能通过本题。但是我们可以
注意到，debug 所需的时间为 bug 的四次方，代价很大，所以一
次只会进行少量的 debug。
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Toxel 与 PCPC II

不妨设一次 debug 了 x 个 bug。另一种方案是考虑将它分为
两次，每次 debug x/2 个 bug。这样额外带来的运行时间为至多
n。求解不等式 x4 ≥ 2 · (x/2)4 + n，可得 x ≥ 4

√
8n/7。即当 x 大

于该值时，拆成两部分 x/2 分别 debug 更优。那么，我们每次求
dp 时只需要向前遍历 O(n1/4) bug 即可。

时间复杂度 O(n5/4)。
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有效算法

考虑二分答案。设答案为 k，则第 i 个数能取得的范围为
[ai − k× bi, ai + k× bi]，有解当且仅当这 n 个取值范围区间有交。
判断是否有交只需要判断左端点的最大值是否不大于右端点的最
小值即可。时间复杂度 O(n log a)。
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