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矩阵概念

• 一个由𝑚 × 𝑛个数排列成的一个𝑚行 𝑛列的数表

⎡
⎢⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎤
⎥⎥
⎦

被称为一个𝑚行 𝑛列矩阵，也可称为𝑚 × 𝑛的矩阵。
• 例如：一个 2 × 3的矩阵如下：

[4 2 3
3 1 4]
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矩阵概念

• 只有一行的矩阵被称为行矩阵，又称为行向量。

[4 2 3]

• 只有一列的矩阵被称为列矩阵，又称为列向量。

⎡⎢
⎣

4
2
3
⎤⎥
⎦

• 矩阵行数和列数相同的矩阵被称为方阵。
• 矩阵中所有的数都为 0的矩阵被称为零矩阵，记为 𝑂。

⎡⎢
⎣

4 3 1
2 0 4
3 2 1

⎤⎥
⎦

⎡⎢
⎣

0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎤⎥
⎦
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矩阵概念

• 方阵中，从左上角到右下角的直线被称为该方阵的主对角线，从右上角到左
下角的直线被称为副对角线。

• 在方阵中，若主对角线以下的元素全为 0，则称之为上三角形矩阵。反之，
若主对角线以上的元素全为 0，则称之为下三角矩阵。

• 方阵中主对角线上的元素均为 1，除此以外全都为 0的矩阵被称为单位矩
阵，记为 𝐸。

⎡⎢
⎣

4 3 1
0 2 4
0 0 3

⎤⎥
⎦

⎡⎢
⎣

4 0 0
2 2 0
3 2 1

⎤⎥
⎦

⎡⎢
⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤⎥
⎦
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矩阵加法

• 设有两个𝑚 × 𝑛的矩阵 𝐴, 𝐵，那么矩阵 𝐴与 𝐵的和记为 𝐴 + 𝐵，规定为

[
𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

]+[
𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑏𝑚1 𝑏𝑚2 ⋯ 𝑏𝑚𝑛

] = [
𝑎11 + 𝑏11 𝑎12 + 𝑏12 ⋯ 𝑎1𝑛 + 𝑏1𝑛
𝑎21 + 𝑏21 𝑎22 + 𝑏22 ⋯ 𝑎2𝑛 + 𝑏2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 + 𝑏𝑚1 𝑎𝑚2 + 𝑏𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛 + 𝑏𝑚𝑛

]

• 例如，如下两个矩阵的和

[4 2
3 9] + [2 3

1 5] = [6 5
4 14]

• 矩阵加法满足以下运算规律：
• 交换律：𝐴 + 𝐵 = 𝐵 + 𝐴
• 结合律：(𝐴 + 𝐵) + 𝐶 = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶)

5 / 46



矩阵乘法

河南省实验中
学信息技术组

矩阵概念

矩阵概念

矩阵运算

矩阵乘法

矩阵乘法的理解

矩阵快速幂

例题

斐波那契数列

魔法部落

送给圣诞夜的礼品

石头游戏

小结

练习

图的 𝑘边路径
无权图的 𝑘边路径数
带权图的 𝑘边最短路
练习

矩阵减法

• 设有两个𝑚 × 𝑛的矩阵 𝐴, 𝐵，那么矩阵 𝐴与 𝐵的差记为 𝐴 − 𝐵，规定为

[
𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

]−[
𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑏𝑚1 𝑏𝑚2 ⋯ 𝑏𝑚𝑛

] = [
𝑎11 − 𝑏11 𝑎12 − 𝑏12 ⋯ 𝑎1𝑛 − 𝑏1𝑛
𝑎21 − 𝑏21 𝑎22 − 𝑏22 ⋯ 𝑎2𝑛 − 𝑏2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 − 𝑏𝑚1 𝑎𝑚2 − 𝑏𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛 − 𝑏𝑚𝑛

]

• 例如，如下两个矩阵的差

[4 2
3 9] − [2 3

1 5] = [2 −1
2 4 ]
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矩阵数乘

• 一个数 𝜆和矩阵 𝐴的乘积记为 𝜆𝐴或 𝐴𝜆，规定为

𝜆𝐴 =
⎡
⎢⎢
⎣

𝜆𝑎11 𝜆𝑎12 ⋯ 𝜆𝑎1𝑛
𝜆𝑎21 𝜆𝑎22 ⋯ 𝜆𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝜆𝑎𝑚1 𝜆𝑎𝑚2 ⋯ 𝜆𝑎𝑚𝑛

⎤
⎥⎥
⎦

• 例如，如下矩阵乘以 2：

2 × [4 2
3 9] = [8 4

6 18]

• 矩阵数乘满足以下运算规律：
• 结合律：(𝜆𝜇𝐴) = 𝜆(𝜇𝐴)
• 分配律：𝜆(𝐴 + 𝐵) = 𝜆𝐴 + 𝜆𝐵
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矩阵乘法

• 矩阵乘法略复杂，设 𝐴是一个𝑚 × 𝑠的矩阵，𝐵是一个 𝑠 × 𝑛的矩阵，即

𝐴 =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑠
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑠

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑠

⎤
⎥⎥
⎦

𝐵 =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑏11 𝑏12 ⋯ 𝑏1𝑛
𝑏21 𝑏22 ⋯ 𝑏2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑏𝑠1 𝑏𝑠2 ⋯ 𝑏𝑠𝑛

⎤
⎥⎥
⎦

那么，规定 𝐴与 𝐵的乘积是一个𝑚 × 𝑛的矩阵 C，即

𝐶 = 𝐴𝐵 =
⎡
⎢⎢
⎣

𝑐11 𝑐12 ⋯ 𝑐1𝑛
𝑐21 𝑐22 ⋯ 𝑐2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑐𝑚1 𝑐𝑚2 ⋯ 𝑐𝑚𝑛

⎤
⎥⎥
⎦

其中，𝑐𝑖𝑗 = 𝑎𝑖1𝑏1𝑗 + 𝑎𝑖2𝑏2𝑗 + ⋯ + 𝑎𝑖𝑠𝑏𝑠𝑗 =
𝑠

∑
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑎𝑘𝑗。
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矩阵乘法

• 参与运算的第一个矩阵的列数必须等于第二个矩阵的行数，所得结果矩阵
的行数、列数分别为第一个矩阵的行数、第二个矩阵的列数。

• 结果矩阵的第 𝑖行第 𝑗列的数是由第一个矩阵的第 𝑖行 𝑠个数和第二个矩阵
的第 𝑗列的 𝑠个数分别相乘再相加得到的。

• 例如，如下两个矩阵相乘

⎡⎢
⎣

4 2
3 1
1 2

⎤⎥
⎦

× [4 2 3 3
3 1 4 0] = ⎡⎢

⎣

22 10 20 12
15 7 13 9
10 4 11 3

⎤⎥
⎦

• 矩阵乘法满足如下运算律：
• 结合律：(𝐴𝐵)𝐶 = 𝐴(𝐵𝐶)
• 分配律：𝐴(𝐵 + 𝐶) = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐶, (𝐵 + 𝐶)𝐴 = 𝐵𝐴 + 𝐶𝐴
• 𝜆𝐴𝐵 = (𝜆𝐴)𝐵 = 𝐴(𝜆𝐵)
• 特别地：𝐴𝐸 = 𝐸𝐴 = 𝐴
• 矩阵乘法一般不满足交换律，即 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴。
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矩阵乘法的理解

• 对于如下矩阵的乘法

⎡
⎢⎢
⎣

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

⎤
⎥⎥
⎦

⎡
⎢⎢
⎣

𝑥1
𝑥2
⋮

𝑥𝑛

⎤
⎥⎥
⎦

=
⎡
⎢⎢
⎣

𝑏1
𝑏2
⋮

𝑏𝑛

⎤
⎥⎥
⎦

它的计算过程如下：

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + ⋯ + 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + ⋯ + 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2

⋮
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛
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矩阵乘法的理解

• 上述矩阵乘法可以理解为矩阵 𝐴将列向量 𝑥转化为另外一个向量 𝑏。例如，
平面直角坐标系中的顶点 𝑥 = (𝑝, 𝑞)关于 𝑦轴对称的点

𝑥′ = [−1 0
0 1] [𝑝

𝑞] = [−𝑝
𝑞 ]

• 在算法竞赛中，我们用一个列向量 𝑥来表示当前状态，那么可以通过将其
乘上矩阵 𝐴来转化为状态 𝑏。

• 因此，对于一些需要进行大量重复状态转移的问题，可以将其转化为矩阵乘
法。

• 由于矩阵乘法满足结合律，因此可以使用快速幂来加快矩阵乘法进而加快
状态转移。
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矩阵快速幂

• 因为矩阵乘法满足结合律，所以求解矩阵的幂可以使用二分快速幂。

𝐴𝑛 = {𝐴⌊ 𝑛
2 ⌋ × 𝐴⌊ 𝑛

2 ⌋, 𝑛%2 = 0
𝐴 × 𝐴⌊ 𝑛

2 ⌋ × 𝐴⌊ 𝑛
2 ⌋, 𝑛%2 = 1

• 如果矩阵 𝐴是一个𝑚 × 𝑚的方阵，那么矩阵快速幂的时间复杂度为
O(𝑀3 log𝑁 )。

• 存储矩阵需要大量空间，所以一般矩阵快速幂都使用非递归的形式实现。
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矩阵快速幂实现

1 void mul(int a[M][M], int b[M][M])
2 {
3 int c[M][M]; memset(c, 0, sizeof(c));
4 for(int i = 1; i <= m; ++i)
5 for(int j = 1; j <= m; ++j)
6 for(int k = 1; k <= m; ++k)
7 c[i][j] = c[i][j] + a[i][k] * b[k][j];
8 for(int i = 1; i <= m; ++i)
9 for(int j = 1; j <= m; ++j)
10 a[i][j] = c[i][j];
11 }
12
13 int a[M][M], ans[M][M];
14 memset(ans, 0, sizeof(ans));
15 // 𝐴0 = 𝐸
16 for(int i = 1; i <= m; ++i) ans[i][i] = 1;
17 while(n != 0)
18 {
19 if(n & 1) mul(ans, a);
20 mul(a, a);
21 n >>= 1;
22 }
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【例】斐波那契数列

【题目描述】
在斐波那契数列中，已知 𝑓𝑖𝑏1 = 𝑓𝑖𝑏2 = 1, 𝑓𝑖𝑏𝑛 = 𝑓𝑖𝑏𝑛−1 + 𝑓𝑖𝑏𝑛−2(𝑛 ≥ 3)。现给
定整数 𝑛(1 ≤ 𝑛 ≤ 1018)，求 𝑓𝑖𝑏𝑛对 109 + 7取余的结果。
【输入格式】
一行一个整数 𝑛。
【输出格式】
一行一个整数，表示数列第 𝑛项对 109 + 7取余的结果。
【样例 1输入】
4

【样例 1输出】
3

【样例 2输入】
12345

【样例 2输出】
858955650
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图的 𝑘边路径
无权图的 𝑘边路径数
带权图的 𝑘边最短路
练习

【例】斐波那契数列

• 定义 𝐹(𝑛)表示一个 2 × 1的列向量 [ 𝑓𝑖𝑏𝑛
𝑓𝑖𝑏𝑛−1

]，那么 𝐹(𝑛 − 1) = [ 𝑓𝑖𝑏𝑛−1
𝑓𝑖𝑏𝑛−2

]，显
然有：

𝐹(𝑛) = 𝐴 × 𝐹(𝑛 − 1) = [1 1
1 0] [𝑓𝑖𝑏𝑛−1

𝑓𝑖𝑏𝑛−2
] = [𝑓𝑖𝑏𝑛−1 + 𝑓𝑖𝑏𝑛−2

𝑓𝑖𝑏𝑛−1
] = [𝑓𝑖𝑏𝑛

𝑓𝑖𝑏𝑛−1
]

• 上述是一个矩阵乘法递推式，初值为 𝐹(1) = [ 1
0 ]，则 𝐹(𝑛) = 𝐴𝑛−1 × 𝐹(1)。

可以用快速幂计算 𝐴𝑛−1 × 𝐹(1)(对 109 + 7取余)，最后得到列向量第 1行的
数字就是答案。

• 时间复杂度为 O(23 log𝑁 )。
• 技巧 1：只需要写出目标状态和目标状态的上一个状态，然后用递推公式即
可推导出转移矩阵。
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【例】斐波那契数列

1 // a*b=b
2 void mul(long long a[2][2], long long b[2][2])
3 {
4 long long c[2][2]; memset(c, 0, sizeof(c));
5 for(int i = 0; i < 2; ++i)
6 for(int j = 0; j < 2; ++j)
7 for(int k = 0; k < 2; ++k)
8 c[i][j] = (c[i][j] + a[i][k] * b[k][j]) % M;
9 for(int i = 0; i < 2; ++i)
10 for(int j = 0; j < 2; ++j)
11 b[i][j] = c[i][j];
12 }
13
14 long long f[2][2] = {{1, 0}, {0, 0}};
15 long long a[2][2] = {{1, 1}, {1, 0}};
16 n ‐= 1;
17 while(n)
18 {
19 if(n & 1) mul(a, f);
20 mul(a, a);
21 n >>= 1;
22 }
23 printf("%lld", f[1][0]);
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带权图的 𝑘边最短路
练习

【例】魔法部落

【题目描述】
小 Biu所在的部落是一个魔法部落，部落中一共有 𝑛 + 1个人，小 Biu是魔法部
落中最菜的，所以他的魔力值为 1，魔法部落中 𝑛个人的魔法值都不相同，第一
个人的魔法值是小 Biu的 3倍，第二个人的魔法值是第一个人的 3倍，以此类
推。现在小 Biu想知道整个部落的魔法值和是多少？由于答案比较大，请把答案
对 109 + 7取模之后输出。
【输入格式】
输入一个数 𝑛(𝑛 ≤ 109)，部落里一共有 𝑛 + 1个人。
【输出格式】
整个部落的魔法值和，结果对 109 + 7取余。
【样例输入】
40

【样例输出】
3
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【例】魔法部落

• 定义 𝑓𝑛 = 30 + 31 + ⋯ + 3𝑛，那么显然有 𝑓𝑛 = 3 × 𝑓𝑛−1 + 1。
• 如何是定义矩阵呢？矩阵中包含常数 1，如何处理？
• 定义 𝐹(𝑛)表示一个 2 × 1的列向量 [ 𝑓𝑛

1 ]，则我们用 𝐹(𝑛 − 1)可以递推出
𝐹(𝑛)为：

𝐹(𝑛) = 𝐴 × 𝐹(𝑛 − 1) = [3 1
0 1] [𝑓𝑛−1

1 ] = [𝑓𝑛
1 ]

• 上述是一个矩阵乘法递推式，初值为 𝐹(0) = [ 1
1 ]，则 𝐹(𝑛) = 𝐴𝑛 × 𝐹(0)。

可以用快速幂计算 𝐴𝑛 × 𝐹(0)(对 109 + 7取余)，最后得到列向量第 1行的数
字就是答案。

• 时间复杂度为 O(23 log𝑁 )。
• 技巧 2：使用矩阵乘法加速递推时，遇到常数项时，可以在状态矩阵中添加
一个额外位置并令其始终为 1，然后乘上转移矩阵的系数，就可以实现更新
状态矩阵的目标。
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【例】魔法部落

• 上述转移矩阵 𝐴 = [3 1
0 1]可以理解为 [31 30

0 1 ]，那么有

𝐴2 = 𝐴 × 𝐴 = [31 30

0 1 ] × [31 30

0 1 ] = [32 30 + 31

0 1 ]

那么 𝐴𝑛 = [3𝑛 1 + 31 + ⋯ + 3𝑛−1

0 1 ]，于是 𝐴𝑛+1 = 𝐴𝑛 × 𝐴 =

[3𝑛 1 + 31 + ⋯ + 3𝑛−1

0 1 ] × [31 30

0 1 ] = [3𝑛+1 1 + 31 + ⋯ + 3𝑛

0 1 ]

• 所以答案为 𝐴𝑛+1[0][1]。
• 利用矩阵快速幂，时间复杂度为 O(23 log𝑁 )。
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【例】魔法部落

1 // 2 × 2 矩阵乘 2 × 2 矩阵
2 void mul(long long a[2][2], long long b[2][2])
3 {
4 long long c[2][2]; memset(c, 0, sizeof(c));
5 for(int i = 0; i < 2; ++i)
6 for(int j = 0; j < 2; ++j)
7 for(int k = 0; k < 2; ++k)
8 c[i][j] = (c[i][j] + a[i][k] * b[k][j]) % M;
9 for(int i = 0; i < 2; ++i)
10 for(int j = 0; j < 2; ++j)
11 a[i][j] = c[i][j];
12 }
13
14 long long a[2][2] = { {3, 1}, {0, 1}};
15 long long ans[2][2] = { {1, 0}, {0, 1}};
16 n += 1;
17 while(n)
18 {
19 if(n & 1) mul(ans, a);
20 mul(a, a);
21 n >>= 1;
22 }
23 printf("%lld", ans[0][1] % M);
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【例】送给圣诞夜的礼品

圣诞老人让小精灵们准备圣诞礼品。可是由于精神消耗的缘故，他们所做的
礼品的质量越来越小，于是圣诞老人把小精灵们聚集起来，说明了自己的看
法：“现在你们有 𝑛个礼品，其质量也就是降序排列的。那么为了使得这个礼品
序列保持平均，不像现在这样很有规律的降序，我这里有一个列表。列表共有𝑚
行，这𝑚行都称作操作（不是序列），每一行有 𝑛个数字，这些数字互不相同而
且每个数字都在 1到 𝑛之间。一开始，礼品的序列就是现在礼品所处的位置，也
就是说，一开始礼品的序列就是 1, 2, 3 ⋯ , 𝑛；那么然后，我们看列表的第一行操
作，设这一行操作的第 𝑖个数字为 𝑎[𝑖]，那么就把原来序列中的第 𝑎[𝑖]个礼物放
到现在这个序列的第 𝑖的位置上，然后组成新的礼物序列。然后，看列表的第二
行操作……、第三行操作……一直到最后一行操作，重复上面的操作。当最后一
行的操作结束，组成了的序列又按照第一行来操作，然后第二行操作……第三行
操作……一直循环下去，直到一共操作了 𝑘行为止。最后生成的这个序列就是我
们最终礼品送给孩子们的序列了。因为𝑚值可能很大很大，而小精灵们的操作
速度有限。所以可能在圣诞老人去送礼物之前完成不了这个任务。你能帮帮他们
吗？
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【例】送给圣诞夜的礼品

【输入格式】
第一行三个数，𝑛，𝑚和 𝑘。
接下来𝑚行，每行 𝑛个数。
【样例输入】
7 5 8
6 1 3 7 5 2 4
3 2 4 5 6 7 1
7 1 3 4 5 2 6
5 6 7 3 1 2 4
2 7 3 4 6 1 5

【输出格式】
一行，一共 𝑛个数，表示最终的礼品
序列。
【样例输出】
2 4 6 3 5 1 7

【数据范围】
1 ≤ 𝑛 ≤ 100, 1 ≤ 𝑚 ≤ 10, 1 ≤ 𝑘 ≤ 231 − 1
对于 50%的数据，保证 𝑘 ≤ 500。
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【例】送给圣诞夜的礼品

• 如果直接模拟，那么时间复杂度为 O(𝑁𝐾)，得分 50分。
• 我们将礼品序列看作一个 𝑛行的列向量，对于样例而言 𝑥 = [ 1 2 3 4 5 6 7 ]T。
• 那么我们将礼物的变换转化为列向量与矩阵相乘。例如，第一行的转换

[ 1 2 3 4 5 6 7 ]T ⟶ [ 6 1 3 7 5 2 4 ]T，可以理解为：

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
2
3
4
5
6
7

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

6
1
3
7
5
2
4

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
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【例】送给圣诞夜的礼品

• 因此，可以将这𝑚个转换分别描述成矩阵 𝐴1, 𝐴2, ⋯ , 𝐴𝑚，然后将它们合并
(相乘)得到一个矩阵 𝐴 = 𝐴𝑚 ⋯ 𝐴2𝐴1，然后利用矩阵 𝐴进行 ⌊𝑘/𝑚⌋次乘
法，此时可以用矩阵快速幂加快速度。

• 剩余 𝑘%𝑚次变换，依次乘以前 𝑘%𝑚个变换矩阵即可。
• 最后得到的列向量即为要求的礼物顺序。
• 时间复杂度 O(𝑁3 log 𝐾

𝑀 )。
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【例】送给圣诞夜的礼品

1 // a[0] 存储 m 个转换相乘之后的矩阵
2 for(int i = 1; i <= n; ++i) a[0][i][i]= 1;
3 for(int i = 1; i <= m; ++i)
4 {
5 for(int j = 1; j <= n; ++j)
6 {
7 int x; scanf("%d", &x);
8 a[i][j][x] = 1;
9 }
10 mul(a[i], a[0]);
11 }
12 for(int i = 1; i <= n; ++i) f[i][i] = 1, ans[i][1] = i;
13 int T = k / m;
14 while(T)
15 {
16 if(T & 1) mul(a[0], f);
17 mul(a[0], a[0]);
18 T >>= 1;
19 }
20 mul(f, ans);
21 for(int i = 1; i <= k % m; ++i) mul(a[i], ans);
22 for(int i = 1; i <= n; ++i) printf("%d ", ans[i][1]);
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【例】石头游戏

石头游戏在一个 𝑛行𝑚列 (1 ≤ 𝑛, 𝑚 ≤ 8)的网格上进行，每个格子对应一
种操作序列，操作序列至多有 10种，分别用 0 ∼ 9这 10个数字指明。

操作序列是一个长度不超过 6且循环执行、每秒执行一个字符的字符串。每
秒钟，所有格子同时执行各自操作序列里的下一个字符。
序列中的每个字符是以下格式之一：

1 数字 0 ∼ 9：表示拿 0 ∼ 9个石头到该格子。
2 NWSE：表示把这个格子内所有的石头推到相邻的格子，N表示上方，W表示
左方，S表示下方，E表示右方。

3 D：表示拿走这个格子的所有石头。
给定每种操作序列对应的字符串，以及网格中每个格子对应的操作序列，求

石头游戏进行了 𝑡秒之后，石头最多的格子里有多少个石头。
在游戏开始时，网格是空的。
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【例】石头游戏

【输入格式】
第一行 4个整数 𝑛, 𝑚, 𝑡, 𝑠(1 ≤ 𝑛, 𝑚 ≤ 8, 1 ≤ 𝑡 ≤ 108, 1 ≤ 𝐶 ≤ 10)，分别表示网
格大小，游戏进行时间和操作序列种类。
接下来 𝑛行，每行𝑚个字符，分别表示每个格子对应的操作序列 (序列中的字符
有 0~9NWSED)。
接下来 𝐶 行，每行一个字符串，表示每个操作序列 (编号从 0开始)。
【输出格式】
一个整数，表示游戏进行 𝑡秒之后，所有格子中石头最多的格子有多少个石头。
【样例输入】
1 6 10 3
011112
1E
E
0

【样例输出】
3
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练习

图的 𝑘边路径
无权图的 𝑘边路径数
带权图的 𝑘边最短路
练习

【例】石头游戏

时间 ①
1E

②
E

③
E

④
E

⑤
E

⑥
0

第1秒 1 0 0 0 0 0

第2秒 0 1 0 0 0 0

第3秒 1 0 1 0 0 0

第4秒 0 1 0 1 0 0

第5秒 1 0 1 0 1 0

第6秒 0 1 0 1 0 1

第7秒 1 0 1 0 1 1

第8秒 0 1 0 1 0 2

第9秒 1 0 1 0 1 2

第10秒 0 1 0 1 0 3
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练习

【例】石头游戏

• 将网格看作长度为 𝑛 × 𝑚的向量，定义 𝐹𝑘[𝑝(𝑖, 𝑗)]表示 𝑘秒后格子 (𝑖, 𝑗)中
石头的个数，其中 𝑝(𝑖, 𝑗) = (𝑖 − 1) × 𝑚 + 𝑗，表示 (𝑖, 𝑗)在向量中的坐标。

• 特别地，定义 𝐹𝑘[0]始终等于 1，显然 𝐹0 = [1 0 0 ⋯ 0]T(为什么？)。
• 注意到操作序列不超过 6，而 1 ∼ 6的最小公倍数为 60，所以每经过 60秒，
所有操作序列都会重新处于最开始的字符处。

• 对于 1 ∼ 60之间的每个数 𝑘，每个格子在第 𝑘秒执行的操作可以转化为一
个矩阵 𝐴𝑘，矩阵的构造方法如下：

• 若 (𝑖, 𝑗)第 𝑘秒操作的字符为'N'且 𝑖 > 1，则令 𝐴𝑘[𝑝(𝑖 − 1, 𝑗)][𝑝(𝑖, 𝑗)] = 1，
'W','S','E'依此类推。

• 若 (𝑖, 𝑗)第 𝑘秒操作的字符为'D'，令 𝐴𝑘[𝑝(𝑖, 𝑗)][𝑝(𝑖, 𝑗)] = 0(无需实现)。
• 若 (𝑖, 𝑗)第 𝑘秒操作是一个数字 𝑥，则令 𝐴𝑘[𝑝(𝑖, 𝑗)][0] = 𝑥,

𝐴𝑘[𝑝(𝑖, 𝑗)][𝑝(𝑖, 𝑗)] = 1，表示格子内原本的石头不动，再拿 𝑥块石头。
• 令 𝐴𝑘[0][0] = 1，1其余部分均为 0。

1此处是为了保证 𝐹𝑘[0]始终为 1。
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送给圣诞夜的礼品
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小结

练习

图的 𝑘边路径
无权图的 𝑘边路径数
带权图的 𝑘边最短路
练习

【例】石头游戏

• 令 𝑇 = ⌊ 𝑡
60⌋，需要循环 𝑇 轮，剩余的 𝑡%60次，单独乘上转移矩阵即可。

• 时间复杂度：O(𝑁3 log𝑇 )。
1 // a[0] 存储 60 个矩阵之积
2 for(int i = 0; i <= n * m; ++i) a[0][i][i] = 1;
3 for(int k = 1; k <= 60; ++k)
4 {
5 for(int i = 1; i <= n; ++i)
6 for(int j = 1; j <= m; ++j)
7 {
8 int x = op[i][j]; // 执行的操作编号
9 int d = (k ‐ 1) % sl[x]; // 第 k 秒进行的操作
10 if(s[x][d] >= '0' && s[x][d] <= '9')
11 a[k][p[i][j]][0] = s[x][d] ‐ '0', a[k][p[i][j]][p[i][j]] = 1;
12 else if(s[x][d] == 'N' && i > 1) a[k][p[i ‐ 1][j]][p[i][j]] = 1;
13 else if(s[x][d] == 'W' && j > 1) a[k][p[i][j ‐ 1]][p[i][j]] = 1;
14 else if(s[x][d] == 'S' && i < n) a[k][p[i + 1][j]][p[i][j]] = 1;
15 else if(s[x][d] == 'E' && j < m) a[k][p[i][j + 1]][p[i][j]] = 1;
16 }
17 a[k][0][0] = 1;
18 mul(a[k], a[0]);
19 }
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带权图的 𝑘边最短路
练习

【例】石头游戏

1 // f 矩阵的第 0 列存储答案
2 f[0][0] = 1;
3 int T = t / 60; // 轮数
4 while(T)
5 {
6 if(T & 1) mul(a[0], f);
7 mul(a[0], a[0]);
8 T >>= 1;
9 }
10 for(int i = 1; i <= t % 60; ++i) mul(a[i], f); // 剩余的时间
11 long long ans = 0;
12 for(int i = 1; i <= n * m; ++i) ans = max(ans, f[i][0]);
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图的 𝑘边路径
无权图的 𝑘边路径数
带权图的 𝑘边最短路
练习

小结

• 一般来说，如果一类问题具有以下特点：
• 可以抽象为一个 𝑛行的列向量，该向量在每个单位时间发生一次变化。
• 变化的形式是一个线性递推 (只有若干加法或乘一个系数的运算)。
• 向量变化时间 (递推轮数)很长，但向量长度 𝑛不大。

那么可以考虑采用矩阵乘法进行优化。我们把这个 𝑛行的列向量称为状态
矩阵，与状态矩阵相乘的描述递推的矩阵称为转移矩阵。

• 线性递推式中如果有常数项，需要在状态矩阵中增加一个额外位置并令其
始终为 1，然后乘上转移矩阵的系数，就可以实现更新状态矩阵的目标。

• 借助二分快速幂加快矩阵乘法后，算法的时间复杂度一般为 O(𝑁3 log𝑇 )，
其中 𝑇 为递推次数。
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练习

• 矩阵快速幂 (COGS 2469)
• 魔法部落 (COGS 3264)
• 矩阵幂之和 (COGS 2481)
• 斐波那契数列 (COGS 2925)
• 送给圣诞夜的礼物 (COGS 3545)
• 数列求值 (COGS 1163)
• 递推关系 (COGS 1493)
• 233矩阵 (COGS 2647)
• 石头游戏 (COGS 3433)
• 魔法值 [NOI Online 2020 3rd](COGS 3407)
• 细胞自动机 (COGS 1494)
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图的 𝑘边路径
无权图的 𝑘边路径数
带权图的 𝑘边最短路
练习

𝑘边路径数

给定一个有向图，求任意两点之间经过 𝑘条边的不同方案数。
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𝐺 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 1 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

• 右侧矩阵是左侧图的邻接矩阵 𝐺。此时，我们换一种方式来理解它：将
𝐺[𝑖][𝑗]理解为从顶点 𝑖到顶点 𝑗经过 1条边的路径的方案数。
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• 将邻接矩阵 𝐺相乘得到 𝐺2 = 𝐺 × 𝐺，此时
𝐺2[1][5]的含义是从顶点 1出发到顶点 5经
过 2条边的方案数。

𝐺 × 𝐺 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 1 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

×
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 1 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1 1 3
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦
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练习

𝑘边路径数

• 将邻接矩阵 𝐺相乘得到 𝐺3 = 𝐺2 × 𝐺，此
时 𝐺3[1][5]的含义是从顶点 1出发到顶点
5经过 3条边的方案数。

𝐺2 × 𝐺 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 1 1 3
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

×
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 1 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 1 2
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦
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斐波那契数列
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带权图的 𝑘边最短路
练习

𝑘边路径数

• 将邻接矩阵 𝐺相乘得到 𝐺4 = 𝐺3 × 𝐺，此
时 𝐺4[1][5]的含义是从顶点 1出发到顶点
5经过 4条边的方案数。

𝐺3 × 𝐺 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 1 2
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

×
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 1 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦
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带权图的 𝑘边最短路
练习

𝑘边路径数

• 设 𝐺为无权图的邻接矩阵，那么 𝐺𝑘得到的矩阵 𝐺′中的 𝐺′[𝑖][𝑗]表示从顶
点 𝑖到顶点 𝑗经过 𝑘条边的路径数。

• 也可以从动态规划的角度理解，定义 𝑓(𝑖, 𝑗, 𝑘)表示从顶点 𝑖到顶点 𝑗经过 𝑘
条边的路径数。

• 显然有 𝑓(𝑖, 𝑖, 0) = 1, 𝑓(𝑖, 𝑗, 1) = 𝐺[𝑖][𝑗]，其余均为 0。
• 状态转移方程：

𝑓(𝑖, 𝑗, 𝑘) = ∑
1≤𝑥≤𝑛

𝑓(𝑖, 𝑥, 𝑘 − 1) × 𝑓(𝑥, 𝑗, 1) = ∑
1≤𝑥≤𝑛

𝑓(𝑖, 𝑥, 𝑘 − 1) × 𝐺[𝑥][𝑗]

• 因为第 𝑘维的状态只与 𝑘 − 1维度有关，因此可以使用滚动数组实现。
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送给圣诞夜的礼品
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图的 𝑘边路径
无权图的 𝑘边路径数
带权图的 𝑘边最短路
练习

𝑘边最短路

给定一个带权有向图，求任意两点之间经过 𝑘条边的最短路。

40 / 46



矩阵乘法

河南省实验中
学信息技术组

矩阵概念

矩阵概念

矩阵运算

矩阵乘法

矩阵乘法的理解

矩阵快速幂

例题

斐波那契数列

魔法部落
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1

1

2

2

2

3

3
3

𝐺 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∞ 1 2 3 ∞
∞ ∞ 2 ∞ 3
∞ ∞ ∞ 1 3
∞ ∞ ∞ ∞ 1
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

• 将邻接矩阵 𝐺中的 𝐺[𝑖][𝑗]理解为从顶点 𝑖到顶点 𝑗经过 1条边的最短路。
• 对于带权图的邻接矩阵，我们也可以将其邻接矩阵相乘，此时我们将原矩阵
乘法进行如下改变

• 乘法⟶加法
• 加法⟶取最小值
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1

1

2

2

2

3

3
3

• 对于带权图的邻接矩阵，我们也可以将其邻接矩阵
相乘，此时我们将原矩阵乘法进行如下改变：

• 乘法⟶加法
• 加法⟶取最小值

• 此时得到的新矩阵 𝐺2 = 𝐺 ⊗ 𝐺中的 𝐺2[1][5]表示
从顶点 1到顶点 5经过 2条边的最短路。

𝐺⊗𝐺 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∞ 1 2 3 ∞
∞ ∞ 2 ∞ 3
∞ ∞ ∞ 1 3
∞ ∞ ∞ ∞ 1
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⊗
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∞ 1 2 3 ∞
∞ ∞ 2 ∞ 3
∞ ∞ ∞ 1 3
∞ ∞ ∞ ∞ 1
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∞ ∞ 3 3 4
∞ ∞ ∞ 3 5
∞ ∞ ∞ ∞ 3
∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦
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• 对于带权图的邻接矩阵，我们也可以将其邻接矩阵
相乘，此时我们将原矩阵乘法进行如下改变：

• 乘法⟶加法
• 加法⟶取最小值

• 此时得到的新矩阵 𝐺3 = 𝐺2 ⊗ 𝐺中的 𝐺3[1][5]表示
从顶点 1到顶点 5经过 3条边的最短路。

𝐺2⊗𝐺 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∞ ∞ 3 3 4
∞ ∞ ∞ 3 5
∞ ∞ ∞ ∞ 3
∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⊗
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∞ 1 2 3 ∞
∞ ∞ 2 ∞ 3
∞ ∞ ∞ 1 3
∞ ∞ ∞ ∞ 1
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∞ ∞ ∞ 4 5
∞ ∞ ∞ ∞ 5
∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦
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2
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3
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• 对于带权图的邻接矩阵，我们也可以将其邻接矩阵
相乘，此时我们将原矩阵乘法进行如下改变：

• 乘法⟶加法
• 加法⟶取最小值

• 此时得到的新矩阵 𝐺4 = 𝐺3 ⊗ 𝐺中的 𝐺4[1][5]表示
从顶点 1到顶点 5经过 4条边的最短路。

𝐺3⊗𝐺 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∞ ∞ ∞ 4 5
∞ ∞ ∞ ∞ 5
∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

⊗
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∞ 1 2 3 ∞
∞ ∞ 2 ∞ 3
∞ ∞ ∞ 1 3
∞ ∞ ∞ ∞ 1
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

∞ ∞ ∞ ∞ 6
∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦
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• 设 𝐺为带权图的邻接矩阵，将矩阵乘法中的乘法变为加法，加法变为取最
小值，那么 𝐺𝑘得到的矩阵 𝐺′中的 𝐺′[𝑖][𝑗]表示从顶点 𝑖到顶点 𝑗经过 𝑘条
边的最短路。

• 也可以从动态规划的角度理解，定义 𝑓(𝑖, 𝑗, 𝑘)表示从顶点 𝑖到顶点 𝑗经过 𝑘
条边的最短路。

• 显然有 𝑓(𝑖, 𝑖, 0) = 1, 𝑓(𝑖, 𝑗, 1) = 𝐺[𝑖][𝑗]，其余均为无穷大。
• 状态转移方程：

𝑓(𝑖, 𝑗, 𝑘) = min
1≤𝑥≤𝑛

𝑓(𝑖, 𝑥, 𝑘 − 1) + 𝑓(𝑥, 𝑗, 1) = min
1≤𝑥≤𝑛

{𝑓(𝑖, 𝑥, 𝑘 − 1) + 𝐺[𝑥][𝑗]}

• 因为第 𝑘维的状态只与 𝑘 − 1维度有关，因此可以使用滚动数组实现。
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• K边路径数 (COGS 2517)
• K边最短路 (COGS 2568)
• How many ways?(HDU 2157)
• 冻结 [BJWC 2012](COGS 3414)
• 魔法 [NOI Online 2020 1st](COGS 3377)
• 信使 (COGS 3946)
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http://acm.hdu.edu.cn/showproblem.php?pid=2157
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